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ВВЕДЕНИЕ

Существенное влияние на динамику ансамблей автогенераторов оказыва-
ет тип связи между ними. В настоящее время особое внимание привлекает
случай нелокальной связи, когда элементы системы связаны не только с со-
седями, но и с соседями соседей и так далее. Такой интерес обусловлен воз-
никновением в ансамблях нелокально связанных элементов так называемых
химерных состояний [1–6]. Хотя в некоторых случаях они также могут наблю-
даться в системах с глобальным [7–9] и локальным [10–12] взаимодействием.
Главной отличительной чертой химерный состояний является наличие в ан-
самбле из идентичных элементов кластеров осцилляторов с качественно раз-
личным поведением. Осцилляторы, состояния которых близки к синфазной
синхронизации составляют так называемые когерентные кластеры, в то вре-
мя как осцилляторы с нерегулярно распределенными состояниями образуют
некогерентные кластеры.

В связи с исключительным интересом именно к химерным состояниям
несколько «забытыми» оказываются другие пространственно-временные ре-
жимы, такие как стоячие и бегущие волны, также возникающие в ансамблях
с нелокальной связью. Однако исследование их возникновения и эволюции
также является важным, так как именно эти структуры служат основой для
«рождения» химерных состояний при уменьшении силы связи между элемен-
тами ансамбля [3,13,14]. Поэтому цель данной выпускной квалификационной
работы можно сформулировать следующим образом: выявление причин и
особенностей формирования режима бегущих волн в ансамблях нелокально
связанных элементов с удвоениями периода.
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Основное содержание работы

В качестве ансамбля нелокально связанных элементов с удвоениями пе-
риода в данной работе будет рассматриваться одномерное кольцо нелокально
связанных генераторов Анищенко – Астахова. Уравнения такой системы мо-
гут быть записаны в следующем виде:

ẋi = mxi + yi − xizi +
σ

2P

i+P∑
j=i−P

(xj − xi),

ẏi = −xi +
σ

2P

i+P∑
j=i−P

(yj − yi),

żi = −gzi +
g

2
xi(xi + |xi|),

(1)

где xi = xi(t), yi = yi(t), zi = zi(t) — это безразмерные динамические пере-
менные состояния элементов с номерами i = 1, 2, . . . , N ; t — безразмерное
время; m и g — управляющие параметры отдельных элементов. Граничные
условия периодические с периодом N : x1 = xN+1, y1 = yN+1, z1 = zN+1, ẋ1 =

ẋN+1, ẏ1 = ẏN+1, ż1 = żN+1. Связь вводится в первое и второе уравнения с
силой связи σ и с количеством соседей справа и слева P . Для удобства вместо
количества соседей будем использовать радиус связи r = P/N .

Исследования данной системы уже проводились в ряде работ [6, 15]. При
значениях параметров m = 1.49, g = 0.2, N = 100 для неё были построены
карты режимов на плоскости параметров связи σ и r (рисунок 1). На ри-
сунке 1(а) показаны области существования или сосуществования основных
динамических режимов в системе (1):

I. Область существования только режима полной хаотической синхрони-
зации.

II. Область существования только бегущих волн с различными волновыми
числами.

III. Область сосуществования бегущих и стоячих волн с различными вол-
новыми числами. Более детально карта режимов стоячих волн с раз-
личными волновыми числами представлена на рисунке 1(б).

IV. Область существования только стоячих волн.
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V. Область существования химерных состояний.1
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Рисунок 1 — [Опубликовано в [15]] Карты режимов, существующих в ансамбле хаотических автогенера-
торов (1), на плоскости параметров r, σ: (а) — полная карта режимов; (б) карта расположения областей
стоячих волн. Области существования различных динамических режимов помечены римскими цифрами,
описание которых представлено выше.

В работе [15] основное внимание было уделено исследованию возникно-
вения химерных состояний как из режимов стоячих волн, так и на основе
бегущих волн. При этом вопросы о причинах формирования бегущих волн,
их эволюции при изменении управляющих параметров, а также существо-
вания областей на плоскости параметров связи, в которых существуют либо
только бегущие волны, либо только стоячие волны, либо наблюдается сосуще-
ствование этих режимов остались «за кадром». В рамках данной выпускной
квалификационной работы делается попытка дать ответы на перечисленные
вопросы.

Как можно видеть из полной карты режимов ансамбля хаотических ав-
тогенераторов (1), представленной на рисунке 1(а), для него существует
несколько основных вариантов возникновения пространственно-временных
режимов при вариации параметров связи σ и r:

1. Возникновение бегущих волн при переходе из области полной хаотиче-
ской синхронизации I в область II.

2. Возникновение стоячих волн в дополнение к бегущим волнам при пере-
ходе из области II в область III.
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3. Возникновение стоячих волн при переходе из области полной хаотиче-
ской синхронизации I в область IV.

В работе рассматривается каждая из перечисленных ситуаций по отдельно-
сти.

При переходе из области I в область II в системе (1) возникают бегу-
щие волны (рисунок 2). Они характеризуются меняющимся во времени (дви-
жущимся по кольцу) пространственно-временным профилем (рисунок 2(а)).
Из пространственно-временной диаграммы видно, что в ансамбле возникает
точка или область фазовой перестройки, которая со временем движется по
кольцу (рисунок 2(б)). Пространственное распределение сечений Пуанкаре
демонстрирует квазипериодический характер колебаний каждого элемента
во времени (рисунок 2(в)). Подобный эффект наблюдался при переходе от
колебаний периода-1 к колебаниям удвоенного периода в одномерной автоко-
лебательной среде с локальной связью, элементом которой также выступал
генератор Анищенко – Астахова [16]. Между соседними автогенераторами
возникает отличная от нуля разность фаз. Это приводит к тому, что раз-
ность фаз между «первым» и «последним» элементами становится равной
2π, что характерно именно для режима бегущих волн (рисунок 2(г)).

Таким образом, можно сделать вывод, что причиной рождения режима
бегущих волн в данном случае является возникновение бистабильности в пар-
циальном элементе, заключающейся в сосуществовании в нём квазипериоди-
ческого и хаотического режима колебаний во времени. Квазипериодический
режим является основой для бегущих волн, хаотический — для режима пол-
ной хаотической синхронизации.

Рассмотрим теперь переход из области II в область III. После пересече-
ния границы, разделяющей эти регионы, режим бегущих волн продолжает
существовать. Помимо режима бегущих волн, в рассматриваемом ансамбле
автогенераторов при тех же самых значениях параметров связи теперь суще-
ствует ещё один пространственно-временной режим — стоячие волны (рису-
нок 3). Хотя данный тип динамики и не вполне соответствует классическому
понятию о стоячих волнах, так как значения динамической переменной xi в
его узлах не являются постоянной величиной (рисунок 3(а)), для удобства
будем называть их именно так. Возможно, такое поведение в узлах связано
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Рисунок 2 — Пространственно-временные характеристики ансамбля (1) в режиме бегущих волн при σ =
0.4 и r = 0.25: (а) — пространственно-временной профиль; (б) — пространственно-временная диаграмма;
(в) — пространственное распределение сечений Пуанкаре фазовых пространств парциальных элементов
плоскостями yi = 0; (г) — пространственно-временное распределение фазовых сдвигов.

исключительно с выбором плоскости, на которую будет проецироваться мно-
гомерное фазовое пространство исследуемой системы. В данном случае это
(xi, i).

Пространственно-временная диаграмма демонстрирует наличие в системе
двух кластеров синхронного поведения, включающих в себя примерно оди-
наковое количество элементов (рисунок 3(б)). Динамика во времени данных
качественно совпадает, представляя собой колебания периода-2, что наглядно
показывает вид пространственного распределения сечений (рисунок 3(в)). А
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различие между кластерами состоит в том, что колебания во времени авто-
генераторов, входящих в первый, сдвинуты примерно на половину периода
относительно колебаний автогенераторов во втором.

Пространственно-временное распределение фазовых сдвигов (рисунок
3(г)) демонстрирует два важных момента. Во-первых, то, что данный ре-
жим действительно является стоячей волной, так как набег фазы за длину
системы (разность фаз между «первым» и «последним» элементами) равна
0. Во-вторых, в данном распределении существует ещё одна точка, имеющая
нулевой сдвиг фазы относительно «первого» элемента. Она и общий вид рас-
пределения фазовых сдвигов говорит о наличии в системе пространственной
симметрии.

Таким образом, можно сделать общий вывод о том, что причиной возник-
новения в области III режима стоячих волн является «расширение» мульти-
стабильности парциального генератора при переходе параметров связи через
некоторое пороговое значение. То есть, трём различным пространственно-
временным режимам (бегущим волнам, стоячим волнам и режиму полной ха-
отической синхронизации) соответствуют три различных режима временно́й
динамики парциального элемента (квазипериодический, периодический и ха-
отический соответственно).

Нужно отметить, что переход из области III в область IV ничем принципи-
ально не отличается от случая, рассмотренного в данном разделе. В области
IV не наблюдается режим квазипериодической динамики во времени, а сле-
довательно и бегущие волны.

Также был рассмотрен переход ещё через одну границу — между областью
полной хаотической синхронизации I и областью IV. Такой переход сопровож-
дается возникновением на границе данных областей множественной класте-
ризации — наличия большого количества кластеров с синхронной динамикой,
отличающихся друг от друга количеством входящих в них элементов. При-
чём это количество случайно и полностью зависит от начальных условий.
Динамика во времени элементов каждого кластера в этом режиме полно-
стью аналогична случаю стоячих волн, описанному выше. То есть в каждом
из них наблюдаются колебания периода-2, а сдвиг фазы колебаний между
автогенераторами из разных кластеров составляет примерно половину пери-
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Рисунок 3 — Пространственно-временные характеристики ансамбля (1) в режиме стоячих волн при σ =
0.4 и r = 0.18: (а) — пространственно-временной профиль; (б) — пространственно-временная диаграмма;
(в) — пространственное распределение сечений Пуанкаре фазовых пространств парциальных элементов
плоскостями yi = 0; (г) — пространственно-временное распределение фазовых сдвигов.

ода. В самой же области IV наблюдаются стоячие волны с пространственно-
временными характеристиками, полностью аналогичными случаю, описанно-
му выше. Также необходимо ещё раз подчеркнуть, что в данной области для
парциальных элементов ансамбля возможны только два варианта временно́й
динамики — периодическая и хаотическая, поэтому в ней сосуществуют толь-
ко режимы стоячих волн и полной хаотической синхронизации соответствен-
но.
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Кроме вопроса о возникновении в системе (1) бегущих волн была исследо-
вана эволюция пространственно-временных режимов, реализующихся в ан-
самбле, при вариации параметров связи σ и r внутри области III, так как во
всех других областях пространственно-временные режимы не претерпевают
никаких качественных изменений. По итогам исследований, проведенных в
работе, был сделан общий вывод, что как для бегущих волн, так и для стоя-
чих при фиксированном значении радиуса связи r и уменьшении силы связи
σ происходит возникновение дополнительных кластеров синхронизации с рез-
кими границами. Причём переход через эти границы сопровождается скачко-
образным изменением фазы колебаний во времени, а в случае бегущих волн
возникновение таких резких переходов сопровождается, по-видимому, резо-
нансом на многомерном торе, так как колебания во времени становятся пе-
риодическими или близкими к этому. Эволюция пространственно-временных
режимов системы (1) в случае фиксированной силы связи σ и уменьшения
радиуса связи r оказывается практически полностью аналогичной случаю
фиксированного радиуса связи r и уменьшения силы связи σ. Разница состо-
ит только в том, что в первом случае уменьшение одного из параметров связи
приводит к искажению кластеров когерентности, а во втором — к возникно-
вению резких переходов между этими кластерами и, затем, к «рождению»
химерных состояний.
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Данная выпускная квалификационная работа дополняет проведённые ра-
нее исследования одномерных ансамблей и сред, в качестве элементов ко-
торых рассматривался хаотический автогенератор Анищенко – Астахова
[6, 15–17]. В рамках неё был получен ряд результатов, позволяющих сфор-
мулировать закономерности формирования и эволюции пространственно-
временных структур в этих ансамблях:

1. Причиной возникновения режима бегущих и стоячих волн в одномер-
ном ансамбле нелокально связанных автогенераторов с удвоениями пе-
риода является возникновение мультистабильности в парциальном эле-
менте — сосуществования периодического, квазипериодического и ха-
отического аттракторов. Периодический режим является основой для
стоячих волн, квазипериодический — для бегущих волн, хаотический —
для режима полной хаотической синхронизации.

2. На границе перехода из области полной хаотической синхронизации в
область возникновения стоячих волн возникает явление множественной
кластеризации — наличия большого количества кластеров с синхронной
динамикой, отличающихся друг от друга количеством входящих в них
элементов. Причём это количество случайно и полностью зависит от
начальных условий.

3. Как для бегущих волн, так и для стоячих при фиксированном значении
радиуса связи r и уменьшении силы связи σ, а также при фиксирован-
ной силе связи σ и уменьшении радиуса связи r происходит возник-
новение дополнительных кластеров синхронизации. Причём в случае
уменьшения силы связи границы между кластерами становятся резко
очерченными, переход через них сопровождается скачкообразным из-
менением фазы колебаний во времени. А в случае уменьшения радиуса
связи, когда связь становится локальной, наблюдается искажение фор-
мы этих кластеров когерентности.

Таким образом, цель выпускной квалификационной работы достигнута, а
также выявлен ряд эффектов, выходящих за её рамки.
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2015. Vol. 91, no. 4. P. 040901.

11



10. Laing C. R. Chimeras in networks with purely local coupling // Physical
Review E. 2015. Vol. 92, no. 5. P. 050904.

11. Chimera-type states induced by local coupling / M. G. Clerc, S. Coulibaly,
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