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Ââåäåíèå. Â ìàãèñòåðñêîé ðàáîòå ðàññìîòðåí íîâûé ìåòîä ïîñòðîåíèÿ

èíòåðïîëÿöèîííûõ ñïëàéíîâ, îñíîâàííûé íà äâîè÷íûõ áàçèñíûõ ñïëàéíàõ.

Îñíîâîïîëîæíèêîì òåîðèè ñïëàéíîâ ìîæíî ñ÷èòàòü Ë. Ýéëåðà, êîòîðûé åù¼

â 18-ì âåêå ðàçðàáîòàë �ìåòîä ëîìàíûõ� äëÿ èíòåãðèðîâàíèÿ äèôôåðåí-

öèàëüíûõ óðàâíåíèé. Â ìåòîäå ëîìàíûõ ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâ-

íåíèÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ëîìàíîé ëèíèè, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ïðîñòåé-

øèì ñïëàéíîì ïåðâîé ñòåïåíè. Ñîâðåìåííàÿ òåîðèÿ ñïëàéíîâ áûëà ñîçäàíà

âî âòîðîé ïîëîâèíå 20-ão âåêà Äæ. Àëáåðrîì, Ý. Íèëüñîíîì, Äæ. Óîëøåì, È.

Øåíáåðrîì, Í. Ï. Êîðíåé÷óêîì, Ñ. Á. Ñòå÷êèíûì, Þ. Í. Ñóááîòèíûì, Þ.

Ñ. Çàâüÿëîâûì è äðóãèìè ìàòåìàòèêàìè.

Ïîòðåáíîñòü â íàëè÷èè àïïðîêñèìèðóþùèõ ôóíêöèé, êîòîðûå ñî÷åòà-

ëè áû â ñåáå ëîêàëüíóþ ïðîñòîòó ìíîãî÷ëåíà íåâûñîêîé ñòåïåíè è ãëî-

áàëüíóþ íà âñ¼ì îòðåçêå [a, b] ãëàäêîñòü, ïðèâåëà ê ïîÿâëåíèþ â 1946 ã.

ñïëàéí-ôóíêöèé èëè ñïëàéíîâ � ñïåöèàëüíûì îáðàçîì ïîñòðîåííûõ ãëàä-

êèõ êóñî÷íî-ìíîãî÷ëåííûõ ôóíêöèé. Èìåííî â ýòîì ãîäó È. Ø¼íáåðã âïåð-

âûå óïîòðåáèë ýòîò òåðìèí â êà÷åñòâå îáîçíà÷åíèÿ êëàññà ïîëèíîìèàëüíûõ

ñïëàéíîâ. Ïîñëå 1946 ã. Ø¼íáåðã è íåêîòîðûå åãî ó÷åíèêè ïðîäîëæèëè èçó÷å-

íèå ñïëàéíîâ. Äî 1960 ãîäîâ ñïëàéíû áûëè â îñíîâíîì èíñòðóìåíòîì òåîðå-

òè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé, îíè ÷àñòî ïîÿâëÿëèñü â êà÷åñòâå ðåøåíèé ðàçëè÷íûõ

ýêñòðåìàëüíûõ è âàðèàöèîííûõ çàäà÷. Ïîñëå 1960 ãîäà ñ ðàçâèòèåì âû÷èñëè-

òåëüíîé òåõíèêè íà÷àëîñü èñïîëüçîâàíèå ñïëàéíîâ â êîìïüþòåðíîé ãðàôè-

êå è ìîäåëèðîâàíèè. Ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè ñïëàéíû ñòàëè âàæíîé ñîñòàâ-

íîé ÷àñòüþ ñàìûõ ðàçëè÷íûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ìåòîäîâ è íàøëè øèðî÷àéøåå

ïðèìåíåíèå â ðåøåíèè ðàçíîîáðàçíûõ íàó÷íî-òåõíè÷åñêèõ è èíæåíåðíûõ çà-

äà÷.

Îñíîâíîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû. Ðàáîòà ñîñòîèò èç äâóõ ãëàâ:

1. Ñïëàéíû, îáùàÿ òåîðèÿ,

2. Áàçèñíûå ñïëàéíû,

ïðè÷¼ì êàæäàÿ ãëàâà ñîäåðæèò íåñêîëüêî ðàçäåëîâ. Â ïåðâîé ãëàâå îïèñàíû

çàäà÷à èíòåðïîëÿöèè è çàäà÷à èíòåðïîëÿöèè ñïëàéíàìè.

Èíòåðïîëÿöèÿ � â âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêå ñïîñîá íàõîæäåíèÿ ïðî-

ìåæóòî÷íûõ çíà÷åíèé âåëè÷èíû ïî èìåþùåìóñÿ äèñêðåòíîìó íàáîðó èçâåñò-

íûõ çíà÷åíèé.
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Ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ñ íàó÷íûìè è èíæåíåðíûìè ðàñ÷¼òàìè, ÷àñòî ïðèõî-

äèòñÿ îïåðèðîâàòü íàáîðàìè çíà÷åíèé, ïîëó÷åííûõ ýêñïåðèìåíòàëüíûì ïó-

ò¼ì èëè ìåòîäîì ñëó÷àéíîé âûáîðêè. Íà îñíîâàíèè ýòèõ íàáîðîâ òðåáóåòñÿ

ïîñòðîèòü ôóíêöèþ, íà êîòîðóþ ìîãëè áû ñ âûñîêîé òî÷íîñòüþ ïîïàäàòü

äðóãèå ïîëó÷àåìûå çíà÷åíèÿ. Òàêàÿ çàäà÷à íàçûâàåòñÿ àïïðîêñèìàöèåé êðè-

âîé. Èíòåðïîëÿöèåé íàçûâàþò òàêóþ ðàçíîâèäíîñòü àïïðîêñèìàöèè, ïðè êî-

òîðîé êðèâàÿ ïîñòðîåííîé ôóíêöèè ïðîõîäèò òî÷íî ÷åðåç èìåþùèåñÿ òî÷êè

äàííûõ.

Íåîáõîäèìîñòü èíòåðïîëÿöèè ôóíêöèé â îñíîâíîì ñâÿçàíà ñ òåì, ÷òî:

1. ôóíêöèÿ èìååò ñëîæíîå àíàëèòè÷åñêîå îïèñàíèå, âûçûâàþùåå îïðåäå-

ëåííûå òðóäíîñòè ïðè åãî èñïîëüçîâàíèè;

2. àíàëèòè÷åñêîå îïèñàíèå ôóíêöèè íåèçâåñòíî, ò. å. îíà çàäàíà òàáëè÷-

íî. Ïðè ýòîì íåîáõîäèìî èìåòü àíàëèòè÷åñêîå îïèñàíèå, ïðèáëèæåííî

ïðåäñòàâëÿþùåå äàííóþ ôóíêöèþ.

Çàäà÷à èíòåðïîëÿöèè ñïëàéíàìè.

Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü îòðåçîê [a, b] ðàçáèò òî÷êàìè

a = x0 < x1 < . . . < xn = b íà n ÷àñòè÷íûõ îòðåçêîâ 4i = [xi−1, xi], i = 1, n.

Ñîâîêóïíîñòü òî÷åê xi, i = 0, n íàçûâàåòñÿ ñåòêîé 4 íà [a, b], ïðè ýòîì xi -

óçëû ñåòêè. Ñïëàéíîì ñòåïåíè m íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ Sm(x), îáëàäàþùàÿ

ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1. ôóíêöèÿ Sm(x) íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [a, b] âìåñòå ñî âñåìè ñâîèìè

ïðîèçâîäíûìè S
(1)
m (x), S

(2)
m (x), . . . , S

(p)
m (x) äî íåêîòîðîãî ïîðÿäêà p.

2. íà êàæäîì ÷àñòè÷íîì îòðåçêå [xi−1, xi]ôóíêöèÿ Sm(x) ñîâïàäàåò ñ íåêî-

òîðûì àëãåáðàè÷åñêèì ìíîãî÷ëåíîì Pm,i(x) ñòåïåíè m.

Îïðåäåëåíèå 2. Ðàçíîñòü m − p ìåæäó ñòåïåíüþ ñïëàéíà è íàèâûñøèì

ïîðÿäêîì íåïðåðûâíîé íà îòðåçêå [a, b] ïðîèçâîäíîé íàçûâàåòñÿ äåôåêòîì

ñïëàéíà.

Íà êàæäîì ÷àñòè÷íîì îòðåçêå 4i ôóíêöèÿ f(x) àïïðîêñèìèðóåòñÿ íåêî-

òîðûì èíòåðïîëÿöèîííûì ìíîãî÷ëåíîì Pi(x) ñòåïåíè n îòíîñèòåëüíî âû-

áðàííîé ñèñòåìû óçëîâ èíòåðïîëèðîâàíèÿ xi,l, l = 1,m ñ óñëîâèåì

xi−1 ≤ xi1 < xi2 < . . . < xim ≤ xi, m ≤ n+ 1.
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Çàäàþòñÿ óñëîâèÿ èíòåðïîëèðîâàíèÿ: Pi(xil) = f(xil) è óñëîâèÿ íåïðåðûâíî-

ñòè âî âíóòðåííèõ óçëàõ ñåòêè x1 < x2 < . . . < xn−1:

P k
i (xi) = P k

i+1(xi), k = 0, q, i = 1, n− 1.

Äëÿ ãðàíè÷íûõ óçëîâ a = x0 è xn = b çàäàþòñÿ êðàåâûå óñëîâèÿ:

P k
1 (a) = γka , k = 0, q0; P

k
n (b) = γkb , k = 0, qn.

Îïðåäåëåíèå 3. Ôóíêöèþ S(x), îïðåäåëåííóþ íà îòðåçêå [a, b] è ñîâïàäàþ-

ùóþ íà êàæäîì ÷àñòè÷íîì îòðåçêå 4i ñ ìíîãî÷ëåíîì Pi(x), ïðè âûïîëíåíèè

âñåõ óêàçàííûõ óñëîâèé íàçûâàþò èíòåðïîëÿöèîííûì ñïëàéíîì îòíîñèòåëü-

íî ñåòêè 4. Óçëû ñåòêè íàçûâàþòñÿ óçëàìè ñïëàéíà, ÷èñëî n - ñòåïåíüþ

ñïëàéíà.

Òàêæå â ýòîì ðàçäåëå äàíû îïðåäåëåíèÿ ëèíåéíîãî, ïàðàáîëè÷åñêîãî è

êóáè÷åñêîãî ñïëàéíîâ.

Ñëåäóþùèé ðàçäåë ïîñâÿù¼í êëàññèôèêàöèè ñïëàéíîâ. Â ýòîì ðàçäåëå

ïðèâåäåíû ðàçëè÷íûå êðèòåðèè êëàññèôèêàöèè. Ïðåäñòàâèì íåêîòîðûå èç

íèõ:

1. ïî íàçíà÷åíèþ (èíòåðïîëÿöèîííûå, ñ ãëàæèâàþùèå è êîððåëÿöèîííûå

ñïëàéíû);

2. ïî âèäó èõ ôðàãìåíòîâ (ýêñïîíåíöèàëüíûå èëè íàïðÿæ¼ííûå ñïëàéíû,

òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ñïëàéíû è ò. ä.);

3. ïî çàäàíèþ êðàåâûõ óñëîâèé;

4. ïî ôîðìå ïðåäñòàâëåíèÿ;

5. ãëîáàëüíûå è ëîêàëüíûå.

Ñëåäóþùèé ðàçäåë ïîñâÿù¼í èíòåðïîëÿöèîííûì ïàðàáîëè÷åñêèì ñïëàé-

íàì. Â ýòîì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàþòñÿ ñïëàéíû ÷¼òíîé ñòåïåíè, óçëû êîòîðûõ

íàõîäÿòñÿ ìåæäó òî÷êàìè èíòåðïîëÿöèè.

Ïóñòü íà îòðåçêå [a, b] çàäàíû íåïðåðûâíàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ f(x)

ñ ïåðèîäîì b− a è ñåòêà:

4 : a = x0 < x1 < . . . < xn = b. (1)
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Îïðåäåëåíèå 4. Ïåðèîäè÷åñêèì ñïëàéíîì âòîðîé ñòåïåíè ñ ïåðèîäîì b−a,
èíòåðïîëèðóþùèì ôóíêöèþ f(x) íà ñåòêå4, íàçûâàþò ôóíêöèþ S2(x), åñëè:

1) S2(x+ b− a) ≡ S2(x), −∞ < x <∞;

2) S2(x) èìååò íåïðåðûâíóþ ïåðâóþ ïðîèçâîäíóþ è S ′′2 (x) = S ′′k(x) ïðè
(xk−1 + xk)

2
≤ x ≤ (xk + xk+1)

2
, ãäå S ′′k(x) � êîíñòàíòû, k = 1, 2, . . . , n,

xn+1 = b− a+ x1 − x0;
3) S2(xk) = f(xk), k = 0, 1, . . . , n.

Ëåììà 1.

Åñëè ñïëàéí S2(x) âòîðîé ñòåïåíè èíòåðïîëèðóåò â óçëàõ ñåòêè (1) íåïðå-

ðûâíóþ ïåðèîäè÷åñêóþ ôóíêöèþ f(x) ñ ïåðèîäîì b− a, òî

γ ≤ 16 max
1≤k≤n

ω(hk, f)

hk
,

max
k
|S ′′k | ≤ 16 max

1≤k≤n

h−1k−1ω(hk−1, f) + h−1k ω(hk, f)

hk−1 + hk
.

Êðîìå òîãî, åñëè f(x) èìååò íåïðåðûâíóþ ïåðâóþ ïðîèçâîäíóþ, òî

γ ≤ 16ω(δ, f ′).

Ëåììà 2.

Åñëè ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ f(x) ñ ïåðèîäîì b− a èìååò íåïðåðûâíóþ âòî-

ðóþ ïðîèçâîäíóþ f ′′(x) è ñïëàéí S2(x) âòîðîé ñòåïåíè èíòåðïîëèðóåò ýòó

ôóíêöèþ â óçëàõ ñåòêè (1), òî

‖S ′′k − S ′′k−1‖ = max
k
|S ′′k − S ′′k−1| ≤ 8ω(δ, f ′′).

Òåîðåìà 1.

Åñëè ïåðèîäè÷åñêèé ñïëàéí S2(x) âòîðîé ñòåïåíè èíòåðïîëèðóåò â óçëàõ

ñåòêè (1) íåïðåðûâíóþ ïåðèîäè÷åñêóþ ôóíêöèþ f(x) ñ ïåðèîäîì b − a è

δ = max
k
hk, òî

‖f(x)− S2(x)‖ = max
a≤x≤b

|f(x)− S2(x)| ≤ ω(δ, f) + δL,
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ãäå L = 8 max
0≤k≤n−1

h−1k ω(hk, f).

Òåîðåìà 2.

Åñëè ôóíêöèÿ f(x) ñ ïåðèîäîì b−a èìååò íåïðåðûâíóþ ïåðâóþ ïðîèçâîäíóþ,

òî

‖f (i)(x)− S(i)
2 (x)‖ ≤ Kiδ

1−iω(δ, f ′),

ãäå i = 0, 1; K0 = 8, 5; K1 = 17.

Äðóãîé ðàçäåë ïîñâÿù¼í êóáè÷åñêèì ñïëàéíàì, ãäå îïèñàí àëãîðèòì ïî-

ñòðîåíèÿ òàêèõ ñïëàéíîâ.

Äàí îòðåçîê [a, b] è ñåòêà óçëîâ

4 : a = x0 < x1 < x2 < x3 < . . . < xn = b.

Çàäàíû ñîîòâåòñòâóþùèå îðäèíàòû Y : y0, y1, . . . , yn. Íóæíî íàéòè ôóíêöèþ

S4(Y ;x), êîòîðóþ îáîçíà÷èì êàê S4(x).

Îïðåäåëåíèå 5. Ôóíêöèþ S4(x) íàçûâàþò êóáè÷åñêèì ñïëàéíîì îòíîñè-

òåëüíî ñåòêè4 èëè êóáè÷åñêèì ñïëàéíîì íà4, èíòåðïîëèðóþùèì çíà÷åíèÿ

yj â óçëàõ ñåòêè, åñëè:

1. S4(x) äâàæäû íåïðåðûâíî-äèôôåðåíöèðóåìà íà [a, b],

2. S4(x) ñîâïàäàåò íà êàæäîì îòðåçêå xj−1 ≤ x ≤ xj, j = 1, . . . , n ñ êóáè-

÷åñêèì ïîëèíîìîì,

3. S4(x) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì èíòåðïîëÿöèè S4(xj) = yj,

j = 0, 1, . . . , n.

Ñëåäóþùèé ðàçäåë ïîñâÿù¼í êðèâûì Áåçüå.

Îïðåäåëåíèå 6. Êðèâàÿ Áåçüå � ýòî ïàðàìåòðè÷åñêàÿ êðèâàÿ, êîòîðàÿ

çàäà¼òñÿ âûðàæåíèåì:

B(t) =
n∑

i=0

Pibi,n(t), 0 < t < 1,

ãäå Pi � ôóíêöèÿ êîìïîíåíò âåêòîðîâ îïîðíûõ âåðøèí, à bi,n(t) � áàçèñíûå

ôóíêöèè êðèâîé Áåçüå, êîòîðûå òàêæå íàçûâàþòñÿ ïîëèíîìàìè Áåðíøòåéíà.
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bi,n(t) =

(
n

i

)
ti(1− t)n−i, ãäå

(
n

i

)
=

n!

i!(n− i)!
, ãäå n � ñòåïåíü ïîëèíîìà,

i � ïîðÿäêîâûé íîìåð îïîðíîé âåðøèíû.

Òàêæå â ýòîì ðàçäåëå ïðåäñòàâëåíû âèäû êðèâûõ Áåçüå (ëèíåéíûå, êâàä-

ðàòè÷íûå è êóáè÷åñêèå) è ñâîéñòâà.

Êðèâûå Áåçüå øèðîêî ïðèìåíÿþòñÿ â êîìïüþòåðíîé ãðàôèêå äëÿ ìîäå-

ëèðîâàíèÿ ãëàäêèõ ëèíèé. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ êðèâûå Áåçüå ïðèìåíÿþòñÿ âî

âñåõ ñîâðåìåííûõ ïðîãðàììàõ, êîòîðûå ðàáîòàþò ñ âåêòîðíîé ãðàôèêîé.

Âî âòîðîé ãëàâå îïèñàíû B-ñïëàéíû è èõ ñâîéñòâà. Äàííûå ñïëàéíû ñî-

ñðåäîòî÷åíû íà êîíå÷íîì íîñèòåëå. Â-ñïëàéíû ÿâëÿþòñÿ ïîëèíîìèàëüíûìè

ôóíêöèÿìè, à ñïëàéíû ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé Â-ñïëàéíîâ.

B-ñïëàéí m-ãî ïîðÿäêà:

Nm(x) := (Nm−1 ∗N1)(x) =

1∫
0

Nm−1(x− t)dt,

m ≥ 2, ãäå N1 � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ èíòåðâàëà [0, 1).

Îïðåäåëåíèå 7. Ïóñòü M1 := N1 � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ [0, 1),

ãäå N1(t) � B-ñïëàéí ïåðâîãî ïîðÿäêà:

N1(t) :=

1 äëÿ 0 ≤ t ≤ 1,

0 â äðóãèõ òî÷êàõ,

è ïóñòü äëÿ m ≥ 2, Mm(x) =
1

(m− 1)!
4mxm−1+ , ãäå

x+ := max(0, x),

xm−1+ := (x+)
m−1,m ≥ 2,

Mm � ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ áàçèñíûõ ôóíêöèé {(x− k)m−1+ : k ∈ Z}, ò.å.

Mm(x) =
1

(m− 1)!

m∑
k=0

(−1)k
(
m

k

)
(x− k)m−1+ .
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Òàê êàê Mm(x) îáðàùàåòñÿ â 0 ïðè x < 0, òî suppMm = [0,m].

Ñâîéñòâà B-ñïëàéí m-ãî ïîðÿäêà:

1) Äëÿ ëþáîé f ∈ C

∞∫
−∞

f(x)Nm(x)dx =

1∫
0

. . .

1∫
0

f(x1 + . . .+ xm)dx1 . . . dxm.

2) Äëÿ ëþáîé g ∈ Cm

∞∫
−∞

gm(x)Nm(x)dx =
m∑
k=0

(−1)m−k
(
m

k

)
g(k).

3) Nm(x) =Mm(x) äëÿ âñåõ x.

4) suppNm = [0,m].

5) Nm(x) > 0 äëÿ âñåõ 0 < x < m.

6)
∞∑

k=−∞
Nm(x− k) = 1 äëÿ âñåõ x.

7) N ′m(x) = (4Nm−1)(x) = Nm−1(x)−Nm−1(x− 1).

8) B-ñïëàéíû Nm è Nm−1 ñâÿçàíû òîæäåñòâîì:

Nm(x) =
x

m− 1
Nm−1(x) +

m− x
m− 1

Nm−1(x− 1).

9) B-ñïëàéí Nm ñèììåòðè÷åí îòíîñèòåëüíî öåíòðà ñâîåãî íîñèòåëÿ, ò.å.:

Nm

(
m

2
+ x

)
= Nm

(
m

2
− x
)
, x ∈ R.

Ñëåäóþùèé ðàçäåë ïîñâÿù¼í äâîè÷íûì áàçèñíûì ñïëàéíàì, ãäå ïðåä-

ñòàâëåíà èíòåðïîëÿöèÿ â òî÷êàõ, ñîâïàäàþùèõ ñ òî÷êàìè ñêëåéêè è èíòåð-

ïîëÿöèÿ â òî÷êàõ, ëåæàùèõ ìåæäó òî÷êàìè ñêëåéêè.

If(x) =
x∫
0

f(t)dt, x ∈ [0, 1] − îïåðàòîð èíòåãðèðîâàíèÿ, W2n−1(x) =

=
n−1∏
k=0

rk(x) − ôóíêöèè Óîëøà, rn(t) = sign(sin(2(n+1)πt)) � ôóíêöèè Ðàäå-

ìàõåðà.
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Ôóíêöèÿ ψ(x) = (4I)2W3(x), x ∈ [0, 1] � äâîè÷íûé áàçèñíûé ñïëàéí 2-é

ñòåïåíè, ãäå

W3(x) =


1, x ∈

[
0, 14
]

−1, x ∈
[
1
4 ,

3
4

]
1, x ∈

[
3
4 , 1
]
.

ψ(x) � êóñî÷íî-ìîíîòîííàÿ ôóíêöèÿ, ñîâïàäàþùàÿ ñ ìíîãî÷ëåíîì 2-é

ñòåïåíè íà êàæäîì îòðåçêå
[
k
4 ,

k+1
4

]
, k = 0, 1, 2, 3.

Òåîðåìà 3.

Ïðè âñåõ x ∈ R ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

∑
n∈Z

ψ

(
x+

n

4

)
= 2;

∑
n∈Z

ψ

(
x+

n

2

)
= 1.

Òåîðåìà 4.

Ñîâîêóïíîñòü ôóíêöèé ψ

(
x − n

4

)
, (n ≥ −3, n 6= 1) îáðàçóþò áàçèñ â ïðî-

ñòðàíñòâåQ2(0,+∞)− ñîâîêóïíîñòü êóñî÷íî-ìíîãî÷ëåííûõ ôóíêöèé 2-é ñòå-

ïåíè, èìåþùèõ íåïðåðûâíûå ïðîèçâîäíûå íà [0,+∞), è íà êàæäîì îòðåçêå[
k
4 ,

k+1
4

]
ñîâïàäàþò ñ íåêîòîðûì ìíîãî÷ëåíîì 2-é ñòåïåíè.

Òàêæå â ðàáîòå ïðåäñòàâëåí àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ èíòåðïîëÿöèîííîãî ñïëàé-

íà 2-é ñòåïåíè ïðè èíòåðïîëÿöèè â òî÷êàõ, ëåæàùèõ ìåæäó òî÷êàìè ñêëåéêè.

Ïðè ôèêñèðîâàííîì n ∈ N, n ≥ 4, ϕ = ψ
(n
4
x
)
. Äëÿ ýòîé ôóíêöèè

supp ϕ =

[
0,

4

n

]
è ϕ(x) åñòü ìíîãî÷ëåí 2-é ñòåïåíè íà êàæäîì îòðåçêå[

k

n
,
k + 1

n

]
, ϕ′(0) = ϕ′

(
2

n

)
= ϕ′

(
4

n

)
= 0, ϕ′

(
1

2n

)
= ϕ′

(
3

2n

)
=

n

2
,

ϕ′
(
1

n

)
= n, ϕ′

(
5

2n

)
= ϕ′

(
7

2n

)
= −n

2
, ϕ′
(
3

n

)
= −n.

Ïóñòü f(x) íåïðåðûâíà íà [0, 1], xk =
k
n � òî÷êè èíòåðïîëÿöèè èëè óçëû

ìåæäó òî÷êàìè ñêëåéêè ξk = 2k−1
2n , k = 0, n − ðàâíîìåðíàÿ ñåòêà íà [0,1].

×åðåç S(x) îáîçíà÷èì èíòåðïîëÿöèîííûé ñïëàéí 2-é ñòåïåíè, ñîâïàäàþùèé

ñ f(x) â óçëàõ xk, êîòîðûé ïîñòðîèì ñëåäóþùèì îáðàçîì:
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-1-é øàã. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ ϕ

(
x+

3

2n

)
è ϕ

(
x+

1

2n

)
. Ñòðîèì ñïëàéí

S−1(x) êàê ñóììó

S−1(x) = C−3ϕ

(
x+

3

2n

)
+ C−1ϕ

(
x+

1

2n

)
.

Êîýôôèöèåíòû C−3 è C−1 íàõîäèì èç óñëîâèé f(0) = S(0) è f ′(0) = S ′(0).

Ñëåäîâàòåëüíî, ðåøàåì ñèñòåìó
f(0) = C−3ϕ

(
0 +

3

2n

)
+ C−1ϕ

(
0 +

1

2n

)
,

f ′(0) = C−3ϕ
′
(

3

2n

)
+ C−1ϕ

′
(

1

2n

)

è ïîëó÷àåì C−3 =
8f(0)

6
− f ′(0)

3n
è C−1 =

7f ′(0)

3n
− 8f(0)

6
.

0-é øàã. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ ϕ

(
x− 1

2n

)
. Îïðåäåëèì S0(x) ðàâåíñòâîì

S0(x) = S−1(x) + ϕ

(
x− 1

2n

)
C0.

Ïîäáåðåì C0 òàê, ÷òîáû S0

(
1

n

)
= f

(
1

n

)
, ò. å.

S−1

(
1

n

)
+ ϕ

(
1

n
− 1

2n

)
C0 = f

(
1

n

)
.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì

C0 =

f

(
1

n

)
− S−1

(
1

n

)
ϕ

(
1

n
− 1

2n

) ,

S0(x) = S−1(x) + ϕ

(
x− 1

2n

)f(1

n

)
− S−1

(
1

n

)
ϕ

(
1

2n

) .
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k - 1-é øàã. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ ϕ

(
x− 2k − 1

2n

)
, 2 ≤ k ≤ n.

Sk−1(x) = Sk−2(x) + ϕ

(
x− 2k − 1

2n

)
Ck−1,

ãäå

Ck−1 =

f

(
k

n

)
− Sk−2

(
k

n

)
ϕ

(
k

n
− 2k − 1

2n

)
ïîäîáðàíû òàê, ÷òîáû Sk−1

(
k

n

)
= f

(
k

n

)
. Â ðåçóëüòàòå ñïëàéí çàäàåòñÿ ñëå-

äóþùèì îáðàçîì:

Sk−1(x) = Sk−2(x) + ϕ

(
x− 2k − 1

2n

)f(k
n

)
− Sk−2

(
k

n

)
ϕ

(
1

2n

) .

Ïîñëå k - 1-ãî øàãà ïîëó÷àåì ñïëàéí S(x) = Sk−1(x), òàêîé, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ

ñëåäóþùåå óñëîâèå: S

(
k

n

)
= f

(
k

n

)
. Â ðàáîòå òàêæå ïðåäñòàâëåíà ðåàëèçà-

öèÿ äàííîãî àëãîðèòìà íà ÿçûêå ïðîãðàììèðîâàíèÿ Ñ++.

Â ðåçóëüòàòå ïîñòðîåíèÿ èíòåðïîëÿöèîííîãî ñïëàéíà, îêàçàëîñü, ÷òî íà

- 1-ì øàãå âìåñòî f ′(0) íóæíî âçÿòü êîíêðåòíîå çíà÷åíèå, òàê êàê çíà÷å-

íèÿ ñïëàéíà â òî÷êàõ ñêëåéêè ñèëüíî âîçðàñòàþò ñ êàæäûì øàãîì. Îòìåòèì

òîò ôàêò, ÷òî f ′(0) è çíà÷åíèå ñïëàéíà â ïîñëåäíåé òî÷êå ñêëåéêè ñâÿçàíû

ëèíåéíûì ñîîòíîøåíèåì. Çíà÷åíèå íàõîäèòñÿ èç óðàâíåíèÿ ïðÿìîé, ïðîõî-

äÿùåé ÷åðåç äâå ðàçëè÷íûå òî÷êè íà ïëîñêîñòè:

x− x1
x2 − x1

=
y − y1
y2 − y1

⇒ x =
(y − y1)(x2 − x1)

y2 − y1
+ x1.

Âûáåðåì äâà íà÷àëüíûõ óñëîâèÿ: S ′(0) := z1 è S ′(0) := z2. Äàëåå ïî ýòèì

íà÷àëüíûì óñëîâèÿì íàéä¼ì çíà÷åíèÿ ñïëàéíà â ïîñëåäíåé òî÷êå ñêëåéêè è

îáîçíà÷èì ýòè çíà÷åíèÿ ÷åðåç Sz1 è Sz2. Ïðè÷¼ì òî÷êè z1 è z2 ïîäîáðàíû òàê,
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÷òîáû âûïîëíÿëîñü ñëåäóþùåå óñëîâèå:

S(z1) ≤ f(ξk) ≤ S(z2),

ãäå f(ξk) � çíà÷åíèå ôóíêöèè â ïîñëåäíåé òî÷êå ñêëåéêè. Ýòè òî÷êè ëåæàò

íà íåêîòîðîé ïðÿìîé L. Âûáåðåì ïåðåìåííóþ òî÷ó (z, Sz) íà ýòîé ïðÿìîé è

óðàâíåíèå ïðÿìîé L áóäåò èìåòü ñëåäóþùèé âèä:

z − z1
z2 − z1

=
f(ξk)− Sz1

Sz2 − Sz1

Â ýòîì óðàâíåíèè ïîëàãàåì Sz = f(ξk) è íàõîäèì

z =
(Sz − Sz1)(z2 − z1)

Sz2 − Sz1

+ z1.

Ýòî è åñòü èñêîìîå çíà÷åíèå èëè íà÷àëüíîå óñëîâèå, ïðè êîòîðîì çíà÷åíèå

ñïëàéíà è ôóíêöèè â ïîñëåäíåé òî÷êå ñêëåéêè ñîâïàäóò.

Çàêëþ÷åíèå. Â ìàãèñòåðñêîé ðàáîòå ðàññìîòðåí íîâûé òèï áà-

çèñíûõ ñïëàéíîâ, êîòîðûå áûëè ïðåäëîæåíû ó÷àñòíèêàìè ñåìèíàðà

�Îðòîãîíàëüíûå ðÿäû� è íàçâàíû äâîè÷íûìè áàçèñíûìè ñïëàéíàìè. Óêà-

çàí ìåòîä ïîñòðîåíèÿ èíòåðïîëÿöèîííûõ ñïëàéíîâ 2-é ñòåïåíè, êîòîðûé ÿâ-

ëÿåòñÿ ðåêóðñèâíûì è íå òðåáóåò ðåøåíèÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé. Ïðè

òðàäèöèîííîì ïîñòðîåíèè èíòåðïîëÿöèîííûõ ñïëàéíîâ òðåáóåòñÿ âûïîëíå-

íèÿ êðàåâûõ óñëîâèé. Â ðàáîòå ïðåäëîæåíî äëÿ äîñòèæåíèÿ íóæíîé òî÷íî-

ñòè ïîäáèðàòü íåîáõîäèìîå çíà÷åíèå ïåðâîé ïðîèçâîäíîé ñïëàéíà â íà÷àëü-

íîé òî÷êå. Óêàçàí ñïîñîá íàõîæäåíèÿ íóæíîãî çíà÷åíèÿ ýòîé ïðîèçâîäíîé.

12


