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Ââåäåíèå. Ñèñòåìà ôóíêöèé Ðàäåìàõåðà áûëà ââåäåíà â 1922 ãîäó , à

óæå ÷åðåç ãîä Äæ. Óîëø ââåë ñîáñòâåííóþ ôóíêöèþ, êàê óïðîùåííûé àíàëîã

òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìû ôóíêöèé. Èíòåðåñ ê ýòèì ôóíêöèÿì è øèðî-

êîå èõ ðàñïðîñòðàíåíèå áûëî ñâÿçàíî ñ ðàçâèòèåì âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêè.

Ñ ñîçäàíèåì íîâûõ ñðåäñòâ âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêè (îò ìèêðîïðîöåññîðîâ

äî âûñîêîïðîèçâîäèòåëüíûõ ìíîãîïðîöåññîðíûõ ÝÂÌ, óñòðîéñòâ îïòè÷åñêîé

îáðàáîòêè èíôîðìàöèè) ìíîãîêðàòíî óâåëè÷èâàåòñÿ âîçìîæíîñòü ýôôåêòèâ-

íîãî èñïîëüçîâàíèÿ â íàóêå è òåõíèêå ìàòåìàòè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé.

Â ñâîþ î÷åðåäü, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé χn(x), íàçûâàåìûõ ôóíê-

öèÿìè Õààðà, áûëà ïîñòðîåíà â äèññåðòàöèè âåíãåðñêîãî ìàòåìàòèêà À.Õààðà.

Â 1909 ãîäó îí ïîñòðîèë ïîëíóþ ñèñòåìó îðòîíîðìèðîâàííûõ ôóíêöèé, ïðè-

ãîäíóþ äëÿ ñïåêòðàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ èíòåãðèðóåìûõ ôóíêöèé, îïðåäå-

ëåííûõ íà èíòåðâàëå (0, 1), ðàçáèâàåìîì íà äâîè÷íî-ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî

N = 2n, ãäå n = 1, 2, . . . ïîäèíòåðâàëîâ çíàêîïîñòîÿíñòâà.

Èçíà÷àëüíî îáëàñòü ïðèìåíåíèÿ ôóíêöèé Õààðà è Óîëøà îãðàíè÷è-

âàëèñü òåîðèåé ôóíêöèè è ôóíêöèîíàëüíûì àíàëèçîì. Â äàëüíåéøåì ýòè

ôóíêöèè èññëåäîâàëèñü âî ìíîãèõ ðàáîòàõ, áîëüøèíñòâî ýòèõ ðàáîò ñâÿçàíû

ñ òåîðèåé ôóíêöèè äåéñòâèòåëüíîãî ïåðåìåííîãî è ñ òåîðèåé îðòîãîíàëüíûõ

ðÿäîâ, à òàêæå îíè íàõîäÿò ïðèìåíåíèå â ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêå. Ôóíêöèè

Óîëøà è Õààðà èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿ èíòåðïîëÿöèîííûõ ôîðìóë, â

òåîðèè âåðîÿòíîñòåé è â òåîðèè ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.

Â ñâÿçè ñ ðàçâèòèåì ñðåäñòâ âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêè è ïðèìåíåíèÿ

èõ äëÿ îáðàáîòêè ñèãíàëîâ øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ, ñîäåðæà-

ùèå â êà÷åñòâå îðòîãîíàëüíîãî áàçèñà êóñî÷íî-ïîñòîÿííûå, çíàêîïåðåìåííûå

ôóíêöèè. Ýòè ôóíêöèè ëåãêî ðåàëèçóþòñÿ ñ ïîìîùüþ ñðåäñòâ âû÷èñëèòåëü-

íîé òåõíèêè (àïïàðàòíî èëè ïðîãðàììíî), è èõ èñïîëüçîâàíèå ïîçâîëÿåò ñâå-

ñòè ê ìèíèìóìó âðåìÿ ìàøèííîé îáðàáîòêè (çà ñ÷åò èñêëþ÷åíèÿ îïåðàöèè

óìíîæåíèÿ).

Öåëü áàêàëàâðñêîé ðàáîòû çàêëþ÷àåòñÿ â èññëåäîâàíèè ôóíêöèé Õààðà

è Óîëøà, ðàññìîòðåíèè âñïîìîãàòåëüíûõ òåîðåì ñõîäèìîñòè è áàçèñíîñòè

äëÿ ýòèõ ôóíêöèé, èñïîëüîâàíèå áûñòðûõ ïðÿìûõ è îáðàòíûõ ïðåîáðàçîâíèé

ñ öåëüþ îïðåäåëèòü íàèáîëåå òî÷íûé äëÿ ïðèáëèæåíèè ðàññìàòðèâàåìûõ

ôóíêöèé.

Âûïóñêíàÿ êâàëèôèêàöèîííàÿ ðàáîòà ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, øåñòè ðàç-
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äåëîâ, çàêëþ÷åíèÿ, ñïèñêà èñïîëüçîâàííûõ èñòî÷íèêîâ è ïðèëîæåíèÿ.

Ïåðâûå òðè ðàçäåëà ïîñâÿùåíû îïðåäåëåíèþ ôóíêöèé Óîëøà, èõ ñâîé-

ñòâàì, à òàêæå ñâîéñòâàì îïåðàöèé ñëîæåíèÿ â äâîé÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåëíèÿ

äëÿ ýòèõ ôóíêöèé.

Ðàçäåë 4 ïîñâÿùåí îïðåäåëåíèþ ôóíêöèé Õààðà.

Â ïÿòîì ðàçäåëå ñôîðìóëèðîâàíû îñíîâíûå è âñïîìîãàòåëüíûå îïðå-

äåëåíèÿ è òåîðåìû î áàçèñíîñòè, àáñîëþòíîé íåïðåðûâíîñòè è ðàâíîìåðíîé

ñõîäèìîñòÿõ ôóíêöèé Óîëøà è Õààðà.

Øåñòîé ðàçäåë ïîñâÿùåí îïèñàíèþ áûñòðûõ äèñêðåòíûõ ïðåîáðàçîâà-

íèé Ôóðüå è Óîëøà.

Â ïðèëîæåíèè ïðèâåäåíà ïðîãðàììà, êîòîðàÿ ñòðîèò ãðàôèêè ïðèáëè-

æåíèé ôóíêèöèè sinx ñ ïîìîùüþ áûñòðûõ ïðåîáðàçîâàíèé, à òàêæå ïîêàçû-

âàåò ìàñêèìàëüíóþ ïîãðåøíîñòü ìåæäó èñõîäíîé ôóíêöèåé è åå ïðèáëèæå-

íèÿìè.

Îñíîâíîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû. Â ïåðâûõ òðåõ ðàçäåëàõ ñîäåð-

æàòñÿ îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé Óîëøà è èõ ñâîéñòâà.

Ñèñòåìà Óîëøà � ýòî ñèñòåìà ôóíêöèé

W = {wn(x)}∞n=0, x ∈ [0, 1],

â êîòîðîé w0(x) ≡ 1, à ïðè n ≥ 1

wn(x) =
∞∏
k=0

[rk+1(x)]θ−k(n) = rk(n)+1(x)

k(n)−1∏
k=0

[rk+1(x)]θ−k(n), (1)

ãäå θ−k(n)(n) = 1, k(n) = [log2 n],

à rk(x), k = 1, 2, . . . , - ôóíêöèè Ðàäåìàõåðà, êîòîðûå çàäàþòñÿ ñëåäó-

þùèì ðàâåíñòâîì

rn(x) = sign sin 2nπx, x ∈ [0, 1], n = 0, 1, . . . .
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Ñâîéñòâà ñèñòåìû Óîëøà

1. Äëÿ k ≥ 0, i = 0, 1, . .., 2k − 1

w2k+i(x) = rk+1(x)wi(x) = w2k(x)wi(x), x ∈ [0, 1].

2. Ñèñòåìà ôóíêöèé Óîëøà ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé îðòîíîðìèðîâàííîé ñèñòå-

ìîé íà èíòåðâàëå [0, 1], òî åñòü ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

∫
ωk(x)ωn(x) =

1 ïðè k = n

0 ïðè k 6= n

è ìîæåò ñëóæèòü áàçèñîì äëÿ ñïåêòðàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ñèãíàëîâ.

3. Ôóíêöèè Óîëøà, êàê è ôóíêöèè Ðàäåìàõåðà, ïðèíèìàþò òîëüêî äâà

çíà÷åíèÿ: - 1 è 1. Äëÿ ëþáîãî m = w2
m(x) = w0(x) = 1.

4. Ôóíêöèè Óîëøà ÿâëÿþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèìè ñ ïåðèîäîì ðàâíûì 1.

5. Ôóíêöèè Óîëøà îáëàäàþò ñâîéñòâîì ìóëüòèïëèêàòèâíîñòè, ïåðåìíî-

æåíèå ëþáûõ äâóõ ôóíêöèè Óîëøà ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé Óîëøà:

wk(x) ∗ wn(x) = wk⊕n(x),

6. Ñðåäíåå çíà÷åíèå ôóíêöèè Óîëøà wi(x) ïðè i 6= 0 ðàâíî íóëþ.

7. Ñèñòåìà ôóíêöèé Óîëøà ÿâëÿåòñÿ ñîñòàâíîé ñèñòåìîé è ñîñòîèò èç ÷åò-

íûõ è íå÷åòíûõ ôóíêöèé, îáîçíà÷àåìûõ ñîîòâåòñòâåííî

cal(j, x) è sal(j, x).

×åòâåðòûé ðàçäåë ïîñâÿùåí îïèñàíèþ ôóíêöèé Õààðà.

Ââåäåì ñòàíäàðòíûå îáîçíà÷åíèÿ äâîè÷íûõ èíòåðâàëîâ, êîòîðûå áóäóò

èñïîëüçîâàòüñÿ â äàëüíåéøåì íà ïðîòÿæåíèè âñåãî òåêñòà.

Äâîè÷íûìè ìû áóäåì íàçûâàòü òàêèå èíòåðâàëû, êîòîðûå ìîãóò áûòü

ïîëó÷åíû äåëåíèåì èíòåðâàëà (0, 1) íà k ðàâíûõ ÷àñòåé. Äëÿ äâîè÷íûõ èí-

òåðâàëîâ ââåäåì ñëåäóþùåå îáîçíà÷åíèå:

i−1
2k
, i2

k
, i = 1, 2, . . . , 2k, k = 0, 1 . . . .

Äëÿ n = 2k + i, i = 1, 2, . . . , 2k, k = 0, 1, . . . ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:
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∆n = i−1
2k
,∆n = i−1

2k
, i

2k

∆1 = ∆0
0 = (0, 1),∆1 = [0, 1].

Îïðåäåëåíèå 1. Ñèñòåìà Õààðà - ýòî ñèñòåìà ôóíêöèé χ = χn(x)∞n=1, x ∈
[0, 1], â êîòîðîé χ ≡ 1, à ôóíêöèÿ χn(x) ñ 2k < n ≤ 2k+1, k = 0, 1 . . . ,

îïðåäåëÿåòñÿ òàê:

χn(x) =


0, x /∈ ∆n,

2
k
2 , x ∈ ∆+

n ,

−2
k
2 , x ∈ ∆−n .

Äàííàÿ ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé è îðòîíîðìèðîâàííîé. Âûðàæåíèå äëÿ ÷àñò-

íûõ ñóìì SN(f, x) ðÿäà Ôóðüå-Õààðà ôóíêöèè f ∈ L1(0, 1)

f(x) ∼
∞∑
n=1

cn(f)χ(x),

ãäå cn(f) = cn(f, x) - êîýôôèöèåíòû Ôóðüå-Xààðà ïî îïðåäåëåíèþ ôóíêöèé

Õààðà. c1(f) =
∫ 1

0 f(x)dx,

cn(f) = 2
k
2

[∫
∆+

n
f(x)dx−

∫
∆−

n
f(x)dx

]
, n = 2, 3 . . .

Â ïÿòîì ðàçäåëå ñîäåðæàòñÿ îñíîâíûå òåîðåìû è ñëåäñòâèÿ.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü f ∈ C(0, 1) è ω(δ, f) = O(δα), (δ → 0) ïðè íåêîòîðîì

α > 1
2 . Òîãäà ∞∑

n=0

|cn(f)| <∞.

Ñëåäñòâèå 1. Åñëè f ∈ C(0, 1) è w(δ, f) = o(ln−1 1
δ ) ïðè δ → 0, òî ðÿä

Ôóðüå - Óîëøà ôóíêöèè f(x) ñõîäèòñÿ ê íåé ðàâíîìåðíî íà ìíîæåñòâå

(0, 1)\R2.

5



Òåîðåìà 2. Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ L1(0, 1) ñóììà

P (f) = P (f, x) :=

{ ∞∑
n=1

c2
n(f)χ2

n(x)

}1/2

êîíå÷íà ïî÷òè âñþäó íà (0, 1), ïðè ýòîì

1) m{x ∈ (0, 1) : P (f, x) > y} ≤ C
y ||f ||1, y > 0,

2) 1
Cp
||f ||p ≤ ||P (f)||p ≤ Cp||f ||p, Åñëè f ∈ Lp(0, 1), 1 < p <∞.

Òåîðåìà 3. Ñèñòåìà Óîëøà � áàçèñ â Lp(0, 1), 1 < p <∞.

Ðàññìîòðèì îöåíêè, îòíîñÿùèåñÿ ê ïîâåäåíèþ êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå ïî ñè-

ñòåìå Õààðà íåêîòîðûõ êëàññîâ ôóíêöèé.

Òåîðåìà 4. Åñëè ôóíêöèÿ f(x) - èçìåðèìàÿ íà èíòåðâàëå (0, 1), òî ñïðà-

âåäëèâû íåðàâåíñòâà:

|cn(f) ≤ (2n)−
1
2ω(

1

n
, f), n > 1, (2)

åñëè f ∈ (0, 1),

|cn(f) ≤ n
1
p−

1
2

p ωp(
1

n
, f), n > 1, (3)

åñëè f ∈ Lp(0, 1), 1 ≤ p < 1, ãäå ω(δ, f) è ωp(δ, f) - ìîäóëè íåïðåðûâíîñòè

ôóíêöèè f(x) â ïðîñòðàíñòâàõ C è Lp.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïîêàçûâàåò, ÷òî ëþáàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ f(x) ðàç-

ëàãàåòñÿ â ðàâíîìåðíî ñõîäÿùèéñÿ ê f(x) ðÿä Ôóðüå ïî äàííîé ñèñòåìå.

Òåîðåìà 5. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè f(x) ∈ C(0, 1) å¼ ðÿä Ôóðüå-Õààðà

ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî ê f(x) ðàâíîìåðíî íà [0, 1]. Ïðè ýòîì

pC(f,N) := ‖f − SN(f)‖C ≤ 3ω(
1

N
, f), N ≥ 1.

Ïåðåä ôîðìóëèðîâàíèåì îñíîâíîé òåîðåìû ðàçäåëà íàì ïîòðåáóåòñÿ

ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå î ïèíèìàëüíîñòè îðòîíîðìèðîíàííîé ñèñòåìû:
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Óòâåðæäåíèå 1. Âñÿêàÿ Î.Í.Ñ. {ϕ(x)}∞n=0, x ∈ (0, 1), ñ ϕn ∈ Lp(0, 1) ∩
Lq(0, 1), n = 1, 2, . . . , 1 ≤ p < ∞, 1/p + 1/q = 1, ìèíèìàëüíà â Lp(0, 1) è

ÿâëÿåòñÿ ñâîåé ñîïðÿæåííîé ñèñòåìîé.

Òåîðåìà 6. Ñèñòåìà Õààðà - áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå Lp(0, 1), 1 ≤ p <∞.

Ïðè ýòîì

pp(f,N) := /|f − SN(f)|/p ≤ Cpωp

(
1

N
, f

)
, (4)

ãäå N = 1, 2, . . . , Cp = 41/p(1 + 2p)1/p.

Øåñòîé ðàçäåë ïîñâÿùåí îïèñàíèþ áûñòðûõ äèñêðåòíûõ ïðåîáðàçîâàíèé

Õààðà è Óîëøà.

Ðàññìîòðèì áûñòðîå äèñêðåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Õààðà, êîòîðîå îñíî-

âàíî íà ñïîñîáå äîêàçàòåëüñòâà çàìêíóòîñòè ñèñòåìû â ïðîñòðàíñòâå ñòóïåí-

÷àòûõ ôóíêöèé. Ýòî äèñêðåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå ñòðîèòñÿ íà ïðåîáðàçîâàíèè

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (cn)2k−1
n=0 ïî áàçèñó χn(x).

Ëþáàÿ ñòóïåí÷àòàÿ ôóíêöèÿ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà êàê ïîëèíîì ïî

ñèñòåìå Õààðà:

f (k)(x) =
2k−1∑
n=0

cnχn(x).

Ïåðåïèøåì ýòî ðàâåíñòâî â âèäå:

f (k)(x)− f (k−1)(x) + rk−1(x)g(k−1)(x),

ãäå g(k−1)(x) - äâîè÷íî-ñòóïåí÷àòàÿ ôóíêöèÿ, çíà÷åíèå êîòîðîé ðàâíî c(N),

N = 2k + 1 íà ∆k−1
i .

Çàïèøåì ýòî ðàâåíñòâî íà ïîëóèíòåðâàëå ∆
(k−1)
i = ∆

(k)
2i ∪∆

(k)
2i+1.

Ïîëó÷àåì ñèñòåìó f
(k)
2i = f

(k−1)
i + g

(k−1)
i

f
(k)
2i+1 = f

(k−1)
i − g(k−1)

i

Ðåøàÿ äàííóþ ñèñòåìó äëÿ i = 0, 1, 2, . . . , 2k−1 − 1, íàõîäèì
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f
(k−1)
2i = 1

2(f
(k)
2i + f

(k)
i )

g
(k−1)
i = 1

2(f
(k)
2i − f

(k)
2i+1)

Ìû ïîëó÷èëè íîâûé âåêòîð (fi)
2k−1
i=0 , â êîòîðîì ïîñëåäíèå êîìïîíåí-

òû ðàâíû fN = c(N), à ïåðâûå êîìïîíåíòû (fi)
2k−1
i=0 åñòü çíà÷åíèÿ ôóíêöèè

f (k−1)(x) =
2k−1−1∑
n=0

cnχn(x) êóñî÷íî-ïîñòîÿííîé íà èíòåðâàëàõ ðàíãà (k − 1),

ïðè÷åì êîýôôèöèåíòû Ôóðüå - Õààðà ôóíêöèè f (k−1) åñòü ïåðâûå 2(k−1) êî-

ýôôèöèåíòîâ èñõîäíîé ôóíêöèè f (k).

Ïðèìåíÿÿ ê ôóíêöèè f (k−1)(x)−
2k−1−1∑
n=0

cnχn(x), ýòè æå ïðåîáðàçîâàíèÿ

ïîëó÷èì âåêòîð, â êîòîðîì ïîñëåäíèå 2(k−2) êîìïîíåíò åñòü êîìïîíåíòû âåê-

òîðà c(i), à ïåðâûå êîìïîíåíòû (fi)
2k−2

i=0 åñòü çíà÷åíèÿ ôóíêöèè f (k−2)(x) =
2k−2−1∑
n=0

cnχn(x) êóñî÷íî - ïîñòîÿííîé íà èíòåðâàëàõ ðàíãà (k − 1), ïðè÷åì êî-

ýôôèöèåíòû Ôóðüå-Õààðà ôóíêöèè f (k−2) åñòü ïåðâûå 2k−2 êîýôôèöèåíòîâ

èñõîäíîé ôóíêöèèf (k).Ïðîäîëæàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîå ïðèìåíåíèå ôîðìóë, ïî-

ëó÷èì ïîñëå k-ãî øàãà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, êîòîðàÿ ïîëíîñòüþ ñîâïàäàåò ñ

c(i).

Çàäà÷à áûñòðîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå - Óîëøà ñòàâèòñÿ ïðàê-

òè÷åñêè àíàëîãè÷íî ïðåîáðàçîâàíèþ Õààðà.

Ïóñòü N ∈ N ôèêñèðîâàíî, f (N)(x) - äâîè÷íî - ïîñòîÿííà íà [0, 1) è

fi = f (N)(δ
(N)
j ). Ïóñòü ωj(x) - ôóíêöèÿ Óîëøà íà [0, 1). Òîãäà

f (N)(x) =
2N−1∑
j=0

f̂(j)ωj(x).

Òðåáóåòñÿ íàéòè êîýôôèöèåíòû f̂(j). Çàïèñûâàåì ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî â âèäå

f (N)(x) =
2N−1∑
j=0

f̂(j)ωj(x) + rN−1(x)
2N−1∑
j=0

f̂(2N−1 + j)ωj(x) =

f (N−1) + rN−1(x)g(N−1)(x).
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ãäå f (N−1) è g(N−1) - äâîè÷íî-ñòóïåí÷àòûå íà èíòåðâàëàõ ðàíãà N − 1. Çàïè-

ñûâàÿ ïåðäûäóùåå ðàâåíñòâî â òî÷êàõ ïîëóèíòåðâàëà δ(N−1)
j = δ

(N)
2j ∪ δ

(N)
2j+1,

ñíîâà ïîëó÷àåì ðàâåíñòâàf
(N)
2j = f

(N−1)
j + g

(N−1)
j

f
(N)
2j+1 = f

(N−1)
j − g(N−1)

j

èç êîòîðûõ íàõîäèì f
(N−1)
2j = 1

2f
(N)
2j + g

(N−1)
2j+1

f
(N−1)
2j+1 = 1

2f
(N)
2j − f

(N)
2j+1

(5)

Åñëè çíà÷åíèÿ ôóíêöèè f (N)(x) îáîçíà÷èì ÷åðåç uj(j = 0, . . . , 2N − 1),

òî äèñêðåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå äëÿ âåêòîðà

(uj) = (u0, u1, . . . , u2N−1−1, u2N−1, . . . , u2N−1) (6)

çàäàåòñÿ ôîðìóëàìè

uj :=
1

2
(u2j + u2j+1)

u2N−1+j :=
1

2
(u2j − u2j+1)

Ýòî òå æå ïðåîáðàçîâàíèÿ Õààðà, è ïîñëå èõ ïðèìåíåíèÿ ìû ïîëó÷àåì

âåêòîð

(uj) = (u0, u1, . . . , u2N−1−1, u2N−1, . . . , u2N−1)

â êîòîðîì ïåðâûå 2N−1 êîìïîíåíò åñòü çíà÷åíèÿ ôóíêöèè f (N−1), à ïîñëåäíèå

2N−1 êîìïîíåíò - çíà÷åíèÿ ôóíêöèè g(N−1). Íî â îòëè÷èå îò ïðåîáðàçîâàíèÿ

Õààðà, çíà÷åíèÿ u2N−1, . . . , u2N−1 íå áóäóò êîýôôèöèåíòàìè Ôóðüå - Óîëøà

ôóíêöèè g(N−1), è ïîýòîìó íóæíî ïðèìåíÿòü ïðåîáðàçîâàíèå (35) è ê ëåâîé

ïîëîâèíå âåêòîðà (un), è ê ïðàâîé ïîëîâèíå. Ïîâòîðÿÿ ýòó ïðîöåäóðó N ðàç,

ìû ïîëó÷àåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå - Óîëøà. íåïîñðåä-

ñòâåííûé ïîäñ÷åò äàåò ÷èñëî îïåðàöèé

2N+1 + 2N+1 + . . .+ 2N+1 ≡ N2N+1.
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Â ïîñëåäíåì ðàçäåëå áûëà ðàññìîòðåíà çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ àëãîðèò-

ìîâ áûñòðûõ ïðåîáðàçîâíèé Ôóðüå è Óîëøà äëÿ ôóíêöèè f(x) = sinx.

Ðàçîáüåì îòðåçîê [0, 1] íà 2N ÷àñòåé, ãäå N = 1, 2, . . ..

Â ïðåäûäóùèõ ðàçäåëàõ ìû ââåëè ÷àñòíûå ñóììû ðÿäà ïî ñèñòåìå Õà-

àðà è Óîëøà. Äàííûå âûðàæåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ñèñòåìàìè ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷å-

ñêèõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî êîýôôèöèåíòîâ cn(f) è un(f) ñîîòâåòñòâåííî.

Äëÿ ñèñòåì Õààðà è Óîëøà ÑËÀÓ áóäåì ðåøàòü ñ ïîìîùüþ ñîîòâåòñòâóþ-

ùèõ áûñòðûõ äèñêðåòíûõ ïðåîáðàçîâàíèé. Ïîñëå íàõîæäåíèÿ êîýôôèöèåí-

òîâ, ñîðòèðóåì èõ â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ è íàèìåíüøèå ïî ìîäóëþ - çàíóëÿ-

åì. Äàííàÿ çàäà÷à áûëà ðåøåíà ñ ïîìîùüþ ïðîãðàììû, íàïèñàííîé íà ÿçûêå

Python. Èñõîäíûé êîä ïðîãðàììû ïðèâåäåí â ïðèëîæåíèè.

Ñðàâíèì äâà ýòèõ ðàçëîæåíèÿ ïðè N = 7. Îáíóëÿåì 40 ïðîöåíòîâ

êîýôôèöèåíòîâ:

Ðèñ. 1: Ñðàâíåíèå ñèñòåì ïðè N=7 áåç îáíóëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ
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Ðèñ. 2: Ñðàâíåíèå ñèñòåì ïðè N=7 ñ îáíóëåíèåì êîýôôèöèåíòîâ

Ïîëó÷àåì ìàêñèìàëüíûå ïîãðåøíîñòè äëÿ ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé ïî

ñèñòåìå Õààðà è Óîëøà ñîîòâåòñòâåííî:

1)Áåç îáíóëåíèÿ êîôôèöèåíòîâ:

Haar error = 0.04685887671156191

Walsh error = 0.04685887671156935

2)Ñ îáíóëåíèåì:

Haar error = 0.061608959298089405

Walsh error = 0.04713216831818169

Ñðàâíèâàÿ çíà÷åíèÿ ïîëó÷åííûõ ïîãðåøíîñòåé, ìîæíî ñäåëàòü âûâîä î òîì,

÷òî ïðè îáíóëåíèè êîýôôèöèåíòîâ ãðàôèê ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ ñòàíî-

âèòñÿ õóæå. Ïîãðåøíîñòü óâåëè÷èâàåòñÿ çà ñ÷åò òîãî, ÷òî ìû çàíóëÿåì íåçíà-

÷èòåëüíûå êîýôôèöèåíòû ïðåîáðàçîâàíèÿ. Ìàêñèìàëüíàÿ ïîãðåøíîñòü äëÿ

ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ â âèäå ïîëèíîìà ïî ñèñòåìå Õààðà íåìíîãî âûøå,

÷åì ó òîãî æå ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ, íî â âèäå ïîëèíîìà ïî ñèñòåìå Óîëøà.

Òàêèì îáðàçîì, ðàçëîæåíèå ôóíêöèè f(x) = sin2πx ïî ñèñòåìå Óîëøà

ÿâëÿåòñÿ áîëåå òî÷íûì, ÷åì ðàçëîæåíèå ýòîé æå ôóíêöèè ïî ñèñòåìå Õààðà.
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Çàêëþ÷åíèå. Â ðàáîòå áûëè èçó÷åíû îñíîâíûå ïîíÿòèÿ îòíîñÿùèå-

ñÿ ê ôóíêöèÿì Óîëøà è Õààðà, áûëè äàíû îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ äàííûõ

ôóíêöèé è èõ îñíîâíûå ñâîéñòâà. Äîêàçàíû òåîðåìû î áàçèñíîñòè äàííûõ

ñèñòåì, ñõîäèîìñòè ôóíêöèé Õààðà è Óîëøà â ðàçíûõ ïðîñòðàíñòâàõ, îïèñà-

íû àëîãîðèòìû áûñòðûõ ïðåîáðàçîâàíèé ðàññìàòðèâàåìûõ ôóíêöèé. Òàêæå

äëÿ äàííûõ ñèñòåì áûëà íàïèñàíà ïðîãðàììà íà ÿçûêå Python.
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