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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Â äàííîé ðàáîòå èçó÷àþòñÿ îáðàòíûå çàäà÷è ñïåêòðàëüíîãî àíàëèçà äëÿ

èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ. Îáðàòíûå ñïåêòðàëüíûå çàäà÷è çà-

êëþ÷àþòñÿ â âîññòàíîâëåíèè îïåðàòîðîâ ïî íåêîòîðûì èõ ñïåêòðàëüíûì

õàðàêòåðèñòàì.Íàèáîëåå ïîëíûå ðåçóëüòàòû â òåîðèè îáðàòíûõ ñïåêòðàëü-

íûõ çàäà÷ ïîëó÷åíû äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ

−y′′ + q(x)y. Îáðàòíûå çàäà÷è äëÿ îïåðàòîðà Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ èññëåäîâà-

ëèñü â ðàáîòàõ Â.À. Àìáàðöóìÿíà, Ã. Áîðãà, Ì.Ã. Ãàñûìîâà, È.Ì. Ãåëüôàíäà,

Ì.Ã. Êðåéíà, Í. Ëåâèíñîíà, Á.Ì. Ëåâèòàíà, Â.À. Ìàð÷åíêî, Ô.Ñ. Ðîôå-

Áåêåòîâà, À.Í. Òèõîíîâà, Ë.Ä. Ôàääååâà è äðóãèõ àâòîðîâ. Ïåðâûé ðåçóëüòàò

â ýòîì íàïðàâëåíèè ïðèíàäëåæèò Â.À. Àìáàðöóìÿíó. Îí ïîêàçàë, ÷òî, åñëè

ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ êðàåâîé çàäà÷è −y′′ + q(x)y = λy, y′(0) = y′(π) = 0

ñóòü λk = k2, k ≥ 0, òî q(x) = 0. Òåîðèÿ îáðàòíûõ çàäà÷ ñïåêòðàëüíîãî àíà-

ëèçà ÿâëÿåòñÿ èíòåíñèâíî ðàçâèâàþùåéñÿ íà ïðîòÿæåíèè ïîñëåäíèõ äåñÿòè-

ëåòèé îáëàñòüþ ìàòåìàòèêè, ïîñêîëüêó èíòåðåñ ê òàêèì çàäà÷àì ïîñòîÿííî

ðàñò¼ò.

Èññëåäîâàíèå îáðàòíûõ ñïåêòðàëüíûõ çàäà÷ îáû÷íî ñâÿçàíî ñ òðåìÿ îñ-

íîâíûìè ýòàïàìè:

1) âûÿñíåíèå òîãî, êàêèå ñïåêòðàëüíûå äàííûå îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþò

îïåðàòîð, è äîêàçàòåëüñòâî ñîîòâåòñòâóþùèõ òåîðåì åäèíñòâåííîñòè;

2) êîíñòðóêòèâíîå ðåøåíèå îáðàòíîé çàäà÷è: ðàçðàáîòêà ìåòîäà ðåøå-

íèÿ è ïîñòðîåíèå àëãîðèòìà âîññòàíîâëåíèÿ îïåðàòîðà ïî ðàññìàòðèâàåìûì

ñïåêòðàëüíûì äàííûì;

3) íàõîæäåíèå õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ñâîéñòâ ðàññìàòðèâàåìûõ ñïåêòðàëü-

íûõ äàííûõ, ïîëó÷åíèå íåîáõîäèìûõ è äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé ðàçðåøèìîñòè

îáðàòíîé çàäà÷è.

Â äàííîé ðàáîòå èññëåäóåòñÿ îáðàòíàÿ çàäà÷à ñïåêòðàëüíîãî àíàëèçà

äëÿ èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà âèäà `ny := iny(n) +
∫ x
0 M(x −

t)y(n−1)(t) dt = λy, 0 < x < π, c êðàåâûìè óñëîâèÿìè y(0) = y′(0) =

. . . = y(n−2)(0) = y(π) = 0. Îáðàòíàÿ çàäà÷à çàêëþ÷àåòñÿ â âîññòàíîâëå-

íèè ôóíêöèè M(x) ïî ñïåêòðó {λk}k≥1 ðàññìàòðèâàåìîé êðàåâîé çàäà÷è.

Öåëü ðàáîòû ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû èçó÷èòü îáðàòíóþ çàäà÷ó äëÿ èíòåãðî-
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äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà ñâåðòêè âòîðîãî ïîðÿäêà,ïðîâåñòè èññëåäî-

âàíèå îáðàòíîé çàäà÷è äëÿ èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà ïîðÿäêà

n ≥ 3, ïîëó÷èòü íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè îáðàò-

íîé çàäà÷è, ïîñòðîèòü àëãîðèòì ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è äëÿ n ≥ 3. Äàííàÿ

ðàáîòà ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, òð¼õ ãëàâ, çàêëþ÷åíèÿ, ñïèñêà èñïîëüçîâàííûõ

èñòî÷íèêîâ, âêëþ÷àþùåãî äâàäöàòü íàèìåíîâàíèé, è äâóõ ïðèëîæåíèé. Âî

ââåäåíèè äàíà êðàòêàÿ õàðàêòåðèñòèêà òåìû áàêàëàâðñêîé ðàáîòû, ïðèâåäå-

íû öåëè è çàäà÷è. Ïåðâàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà ðåøåíèþ îáðàòíîé çàäà÷è äëÿ

n = 2. Âòîðàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ ñëó÷àÿ n ≥ 3. Â òðåòüåé ãëàâå

èññëåäóåòñÿ óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è, à òêàæå áûë ïðèâåäåí

àëãîðèòì ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è.

Îñíîâíàÿ ÷àñòü ñîñòîèò èç òð¼õ ãëàâ. Â ïåðâîé ãëàâå ââîäÿòñÿ âñïîìî-

ãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ è òåîðåìû, ñâÿçàííûå ñ îáðàòíûìè çàäà÷àìè äëÿ

n = 2.

1. Ñëó÷àé n=2. Äàåòñÿ ïîñòàíîâêà êðàåâîé çàäà÷è äëÿ èíòåãðî-

äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà. Ðàññìîòðèì êðàåâóþ çàäà÷ó L = L(M) :

`y := −y′′ +
∫ x

0

M(x− t)y′(t) dt = λy, 0 < x < π, (0.0.1)

y(0) = y(π) = 0, (0.0.2)

ãäå (π − x)M(x) ∈ L2(0, π).

Òåîðåìà 1. Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λk, k ≥ 1, èç L èìåþò âèä

λk = (k + κk)
2, {κk} ∈ l2. (0.0.3)

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ îáðàòíóþ çàäà÷ó.

Îáðàòíàÿ çàäà÷à. Ïðè çàäàííûõ {λk}k≥1, íàéòè M(x).

Òåîðåìà 2.(1) Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë λk, k ≥ 1, âèäà

(0.0.3) ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ (ñ òî÷íîñòüþ äî çíà÷åíèé íà ìíîæåñòâå ìåðû

íóëü) ôóíêöèÿ M(x), (π − x)M(x) ∈ L2(0, π), òàêàÿ ÷òî {λk}k≥1 ÿâëÿþòñÿ
ñïåêòðîì ñîîòâåòñòâóþùåé êðàåâîé çàäà÷è L(M).
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(2) Ôóíêöèÿ M(x) óäîâëåòâîðÿåò äîïîëíèòåëüíîìó óñëîâèþ ãëàäêîñòè:

M(x) ∈ W 1
2 [0, T ] äëÿ ëþáîãî T ∈ (0, π), (π − x)M ′(x) ∈ L2(0, π) òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà

λk =
(
k +

A

k
+
κk,1
k

)2
, {κk,1} ∈ l2, A− const. (0.0.4)

Êðîìå òîãî, M(0) = 2A.

Îñíîâíîå íåëèíåéíîå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå . Ðàññìîòðèì ôóíê-

öèþ H(x), óäîâëåòâîðÿþùóþ óðàâíåíèþ

M(x) = 2iH(x) +

∫ x

0

dt

∫ t

0

H(t− τ)H(τ) dτ, 0 < x < π, (0.0.5)

è ñëåäîâàòåëüíî (π − x)H(x) ∈ L2(0, π).

Â ïðîöåññå ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è, óäîáíî âîññòàíîâèòü ñíà÷àëà H(x),

à çàòåì ìîæíî ïîñòðîèòüM(x). Ïóñòü y = S(x, λ) ðåøåíèå (0.0.1) óäîâëåòâî-

ðÿþùåå íà÷àëüíûì óñëîâèÿì S(0, λ) = 0, S ′(0, λ) = 1. Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ

L ñîâïàäàþò ñ íóëÿìè åãî õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè ∆(λ) := S(π, λ).

Ôóíêöèÿ ∆(λ) ÿâëÿåòñÿ öåëîé ïî λ è èìååò ñ÷¼òíîå ìíîæåñòâî íóëåé. Òàêèì

îáðàçîì, êðàåâàÿ çàäà÷à L èìååò ñ÷¼òíîå ìíîæåñòâî ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé

{λk}k≥1.
Ëåììà 1. Ïóñòü ρ2 = λ. Òîãäà èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå:

S(x, λ) =
sin ρx

ρ
+

∫ x

0

P (x, t)
sin ρ(x− t)

ρ
dt, (0.0.6)

ãäå

P (x, t) =
∞∑
ν=1

iν
(x− t)ν

ν!
H∗ν(t), (0.0.7)

H∗1(x) = H(x), H∗(ν+1)(x) = H ∗H∗ν(x) =

∫ x

0

H(x− t)H∗ν(t) dt.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ëåììîé 1 èìååì

∆(λ) =
sin ρπ

ρ
+

∫ π

0

w(x)
sin ρx

ρ
dx, ρ2 = λ, w(x) ∈ L2(0, π). (0.0.8)
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Çäåñü

w(π − x) =
∞∑
ν=1

iν
(π − x)ν

ν!
H∗ν(x), 0 < x < π. (0.0.9)

Ñîîòíîøåíèå (0.0.9) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê íåëèíåéíîå óðàâíåíèå îò-

íîñèòåëüí H(x), êîòîðîå íàçûâàåòñÿ îñíîâíûì íåëèíåéíûì èíòåãðàëüíûì

óðàâíåíèåì îáðàòíîé çàäà÷è.

Òåîðåìà 3. Ðàññìîòðèì íåëèíåéíîå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå

y(x) = ξ(x) +
∞∑
ν=1

(
ψν(x)y∗ν(x) +

∫ x

0

Ψν(x, t)y
∗ν(t) dt

)
, 0 < x < T, (0.0.10)

ãäå ôóíêöèè ψν(x), Ψν(x, t) ÿâëÿþòñÿ êâàäðàòè÷íî èíòåãðèðóåìûìè è

ψ1(x) = 0.

Ïóñòü ñóùåñòâóþò êâàäðàòè÷íî èíòåãðèðóåìûå ôóíêöèè u(x), U(x, t) íå

çàâèñÿùèå îò ν, òàêèå, ÷òî |ψν(x)| < u(x), |Ψν(x, t)| < U(x, t), 0 < t < x < T.

Òîãäà äëÿ ëþáîé ôóíêöèè ξ(x) ∈ L2(0, T ) íåëèíåéíîå óðàâíåíèå (0.0.9)

èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå y(x) ∈ L2(0, T ).

Òåîðåìà 4. (1) Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè w(x) ∈ L2(0, π) óðàâíåíèå (0.0.9)

èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå H(x) ∈ W0.

(2) Ôóíêöèÿ H(x) ïðèíàäëåæèò W1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

w(x) ∈ W 1
2 [0, π], w(0) = 0. Êðîìå òîãî,â ýòîì ñëó÷àå w(π) = iπH(0).

Ðåøåíèå îáðàòíîé çàäà÷è

Ëåììà 2. Ôóíêöèÿ ∆(λ) îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ åå íóëÿìè. Êðîìå òîãî

∆(λ) = π

∞∏
k=1

λk − λ
k2

. (0.0.11)

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó àëãîðèòìó ðåøåíèÿ îáðàòíîé

çàäà÷è.

Àëãîðèòì 1. Ïóñòü çàäàí ñïåêòð {λk}k≥1 íåêîòîðîé êðàåâîé çàäà÷è L

âèäà (0.0.1), (0.0.2).

(1) Ïîñòðîèì ôóíêöèþ ∆(λ) ïî ôîðìóëå (0.0.11);

(2) âû÷èñëèì w(x) èç (0.0.8) , èñïîëüçóÿ îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå;
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(3) íàéä¼ì H(x), ðåøàÿ îñíîâíîå óðàâíåíèå (0.0.9);

(4) ïîñòðîèì M(x) ïî ôîðìóëå (0.0.5).

Ëþáàÿ ôóíêöèÿ ∆(λ) âèäà (0.0.6) èìååò ñ÷¼òíîå ìíîæåñòâî íóëåé λk,

k ≥ 1, óäîâëåòâîðÿþùèõ (0.0.3), è èìååò âèä (0.0.11).

Ëåììà 3.(1) Ïóñòü çàäàíû ïðîèçâîëüíûå êîìïëåêñíûå ÷èñëà λk, k ≥ 1,

âèäà (0.0.3). Òîãäà ôóíêöèÿ ∆(λ) îïðåäåëÿåìàÿ ôîðìóëîé (0.0.11) èìååò âèä

(0.0.6).

(2) Ôóíêöèÿ w(x) â (0.0.9) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì w(x) ∈ W 1
2 [0, π],

w(0) = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ÷èñëà λk èìåþò âèä (0.0.4). Êðîìå

òîãî, w(π) = πA.

2. Ñëó÷àé n ≥ 3. Ïóñòü {λk}k≥1 ÿâëÿþòñÿ ñïåêòðîì êðàåâîé çàäà÷è

L = L(M) âèäà

Lny := iny(n) +

∫ x

0

M(x− t)y(n−1)(t) dt = λy, 0 < x < π, (0.0.12)

y(0) = y′(0) = . . . = y(n−2)(0) = y(π) = 0. (0.0.13)

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ îáðàòíóþ çàäà÷ó.

Îáðàòíàÿ çàäà÷à. Ïî çàäàííîìó ñïåêòðó {λk}k≥1, íàéòè M(x).

Îñíîâíîå íåëèíåéíîå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå. Ðàññìîòðèì ôóíê-

öèþ H(x) óäîâëåòâîðÿþùóþ óðàâíåíèþ

M(x) = nin−1H(x) +
n∑
j=2

n!

j!(n− j)!
in−j

∫ x

0

(x− t)j−2

(j − 2)!
H∗j(t) dt, 0 < x < π,

(0.0.14)

è ñëåäîâàòåëüíî (π − x)H(x) ∈ L2(0, π).

Ïóñòü y = Sn(x, λ) ðåøåíèå (0.0.12) óäîâëåòâîðÿþùåå íà÷àëüíûì óñëî-

âèÿì S
(0)
n (0, λ) = . . . = S

(n−2)
n (0, λ) = 0, S

(n−1)
n (0, λ) = 1. Íóëè õàðàêòåðè-

ñòè÷åñêîé ôóíêöèè ∆(λ) := Sn(π, λ) ñîâïàäàþòñîâïàäàþò ñ ñîáñòâåííûìè

çíà÷åíèÿìè êðàåâîé çàäà÷è L(M) ñ ó÷åòîì êðàòíîñòåé. Ôóíêöèÿ ∆(λ) ÿâëÿ-

åòñÿ öåëîé ïî λ è èìååò ñ÷¼òíîå ìíîæåñòâî íóëåé. Òàêèì îáðàçîì, êðàåâàÿ

çàäà÷à L(M) èìååò ñ÷¼òíîå ìíîæåñòâî ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé {λk}k≥1.
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Ëåììà 4. Ïóñòü ρn = λ. Òîãäà âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå:

Sn(x, λ) = Sn,0(x, λ) +

∫ x

0

P (x, t)Sn,0(x− t, λ)dt, (0.0.15)

ãäå

Sn,0(x, λ) =
1

n(iρ)n−1

n∑
j=1

wj exp(−iwjρx), wj = exp
(2πi(j − 1)

n

)
(0.0.16)

P (x, t) =
∞∑
ν=1

iν
(x− t)ν

ν!
H∗ν(t),

H∗1(x) = H(x), H∗(ν+1)(x) = H ∗H∗ν(x) =

∫ x

0

H(x− t)H∗ν(t) dt.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ëåììîé èìååì ïðåäñòàâëåíèå

∆(λ) = Sn,0(π, λ) +

∫ π

0

w(x)Sn,0(x, λ)dx (0.0.17)

Ëåììà 5. Çàäàíèå ñïåêòðà îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ

ôóíêöèþ ∆(λ) ïî ôîðìóëå

∆(λ) = Cλs
∏
λn 6=0

(
1− λ

λn

)
. (0.0.18)

ãäå s - ýòî êðàòíîñòü íóëåâîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ, à C îïðåäåëÿåòñÿ ôîð-

ìóëîé:

C =
(
n lim
τ→∞

τn−1eτπ(−iτ)ns
∏
λn 6=0

(
1− (−iτ)n

λn

))−1
(0.0.19)

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ àëãîðèòìà ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è íåîáõîäèìî óìåòü íà-

õîäèòü ôóíêöèþ w(x) èç ïðåäñòàâëåíèÿ (0.0.17). Äëÿ ýòèõ öåëåé ìîæíî èñ-

ïîëüçîâàòü îðòîãîíàëèçàöèþ.Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî èìååò ìåñòî ïðåä-

ñòàâëåíèå

Sn,0(x, λ) =
∞∑
k=0

γn,k(x)λk,
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ãäå

γn,k(x) = (−1)(k+1)n−1ikn−1
x(k+1)n−1

((k + 1)n− 1)!

Äåéñòâèòåëüíî, ñîãëàñíî (0.0.16) èìååì

Sn,0(x, λ) =
1

n(iρ)n−1

n∑
ν=1

∞∑
k=1

(−iρx)k−1wk
ν

(k − 1)!
=

∞∑
k=1

(−1)kn−1
(i)(k−1)nxkn−1

(kn− 1)!
λk−1 =

=
∞∑
k=0

γn,kλ
k

Ñèñòåìà ôóíêöèé {γn,k}k≥0 ïîëíà â ïðîñòðàíñòâå â L2(0, π), è ïîñêîëüêó îíà

ëèíåéíî íåçàâèñèìà, ê íåé ìîæíî ïðèìåíèòü ïðîöåññ îðòîãîíàëèçàöèè. Îáî-

çíà÷èì

ak =
1

k!

dk

dλk
(∆(λ)− Sn,0(π, λ))

∣∣∣∣∣
λ=0

, k ≥ 0 (0.0.20)

Òîãäà ñîãëàñíî (0.0.17)

ak =

∫ π

0

w(x)γn,k(x)dx, k ≥ 0 (0.0.21)

Ïóñòü || · || - íîðìà â L2(0, π). Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó ðåêóððåíòíûõ

ñîîòíîøåíèé. Íàõîäèì

β0 = ||γn,0||, α0 = β−10 , χ0(x) = α0γn,0(x). (0.0.22)

Ïóñòü {αij}0≤j≤i≤k, {βij}0≤j≤i≤k, {χi}0≤i≤k, óæå èçâåñòíû, òîãäà âû÷èñëÿ-
åì

βkj =

∫ π

0

γn,k(x)χj(x)dx, j = 0, k, βkk = ||Θk||,

ãäå

Θk = γn,k(x)−
k∑
j=0

βkjχj(x).

Äàëåå, íàõîäèì αkj, j = 0, k, ïî ôîðìóëå

αk = ekB
−1
k (0.0.23)
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ãäå αk = (αk1, αk2, ..., αkk) ek = (0, 0, ..., 0, 1), Bk = (bij)
k
i,j=0,

bij =

βij, j ≤ i,

0, j > i

È, íàêîíåö, ïîëîæèì

χk(x) =
k∑
j=0

αkjγn,j(x). (0.0.24)

Ôîðìóëû (0.0.22) -(0.0.24) ïîðîæäàþò ïðîöåññ îðòîãîíàëèçàöèè, ïðè êîòî-

ðîì ñèñòåìà ôóíêöèé {γn,k(x)}k≥0 ïåðåõîäèò â îðòîãîíàëüíûé íîðìèðîâàí-

íûé áàçèñ {χk(x)}k≥0 ïðîñòðàíñòâà L2(0, π). Ïðè ýòîì ñîîòíîøåíèå (0.0.21)

ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó

εk =

∫ π

0

w(x)χk(x)dx,

ãäå

εk =
k∑
j=0

αkjaj. (0.0.25)

Ïóñòü çàäàí ñïåêòð {λk}k≥1 îïåðàòîðà L. Òîãäà ôóíêöèþ w(x) ìîæíî

ïîñòðîèòü ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùåãî àëãîðèòìà.

Àëãîðèòì 2. 1) Ñòðîèì ôóíêöèþ ∆(λ) ïî ôîðìóëå ∆(λ) =

Cλs
∏

λn 6=0

(
1− λ

λn

)
;

2) Íàõîäèì ÷èñëà ak, k ≥ 0, ïî ôîðìóëå (0.0.20);

3) Ïîñòðîèì ñèñòåìó êîýôôèöåíòîâ {αij}0≤j≤i è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíê-

öèé {χk(x)}k≥0 ñ ïîìîùüþ ðåêóððåíòíûõ ñîîòíîøåíèé (0.0.22) -(0.0.24);

4) Âû÷èñëÿåì ôóíêöèþ w(x) ïî ôîðìóëå

w(x) =
∞∑
k=0

εkχk(x),

ãäå êîýôôèöåíòû εk îïðåäåëÿþòñÿ ñîãëàñíî (0.0.25).
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Ðåøåíèå îáðàòíîé çàäà÷è.

Òåîðåìà 5. Åñëè äëÿ âñåõ k ≥ 1 λk = λ̃k, òîM(x) ≡ M̃(x). Òî åñòü çàäà-

íèå ñïåêòðà {λk}k≥1 êðàåâîé çàäà÷è L(M) îïðåäåëÿåò îïåðàòîð îäíîçíà÷íî.

Òåîðåìà 6. Ïóñòü çàäàíà íåêîòîðàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîìïëåêñíûõ

÷èñåë {λk}k≥1, òàêàÿ ÷òî áåñêîíå÷íîå ïðîèçâåäåíèå â (0.0.18) àáñîëþòíî ñõî-
äèòñÿ äëÿ êàæäîãî êîìïëåêñíîãî λ. Òîãäà äëÿ òîãî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàëà

ôóíêöèÿ M(x), (π − x)M(x) ∈ L2(0, π), òàêàÿ ÷òî {λk}k≥1 ÿâëÿåòñÿ ñïåê-

òðîì ñîîòâåòñòâóþùåé êðàåâîé çàäà÷è L(M) íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû

ôóíêöèÿ ∆(λ), ïîñòðîåííàÿ ïî ôîðìóëàì (0.0.18), (0.0.19) èìåëà âèä (0.0.17),

ãäå w(x) ∈ L2(0, π). Ïðè ýòîì ôóíêöèÿM(x) ìîæåò áûòü íàéäåíà ñ ïîìîùüþ

ñëåäóþùåãî àëãîðèòìà.

Àëãîðèòì 3. 1) Âû÷èñëÿåì ôóíêöèþ w(x) èñïîëüçóÿ àëãîðèòì 2;

2) Íàéä¼ì ôóíêöèþ H(x) ðåøàÿ îñíîâíîå íåëèíåéíîå èíòåãðàëüíîå óðàâíå-

íèå (0.0.9)

3) Ñòðîèì M(x) ïî ôîðìóëå (0.0.14)

3. ×èñëåííîå ðåøåíèå îáðàòíîé çàäà÷è. Â òðåòüåé ãëàâå èññëåäóåòñÿ

óñòîé÷èâîñòü îáðàòíîé çàäà÷è è ïðèâîäèòñÿ ÷èñëåííûé ìåòîä.

Óñòîé÷èâîñòü Ïóñòü çàäàí ñïåêòð {λk}k≥1 íåêîòîðîé êðàåâîé çàäà÷è

L = L(M) âèäà (0.0.1), (0.0.2). Òîãäà ôóíêöèþ M(x) ìîæíî ïîñòðîèòü ïî

àëãîðèòìó 1.

Àëãîðèòì 4. 1) Âû÷èñëèì ôóíêöèþ w(x) ïî ôîðìóëå

w(x) =
2

π

∞∑
k=1

k∆(k2) sin kx, (0.0.26)

ãäå

∆(λ) = π

∞∏
k=1

λk − λ
k2

; (0.0.27)

2) Íàéä¼ì ôóíêöèþ H(x) ðåøàÿ ãëàâíîå íåëèíåéíîå èíòåãðàëüíîå óðàâ-

íåíèå

w(π − x) =
∞∑
ν=1

(π − x)ν

ν!
H∗ν(x), (0.0.28)
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ãäå

H∗1(x) = H(x), H∗(ν+1)(x) = H ∗H∗ν(x) =

∫ x

0

H(x− t)H∗ν(t) dt;

3) Ïîñòðîèì ôóíêöèþ M(x) ïî ôîðìóëå

M(x) = 2H(x)−
∫ x

0

dt

∫ t

0

H(t− τ)H(τ) dτ, 0 < x < π. (0.0.29)

Äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîìëåêñíûõ ÷èñåë âèäà (0.0.3) ôóíêöèÿ ∆(λ)

ïîñòðîåííàÿ ïî ôîðìóëå (0.0.27) èìååò âèä

∆(λ) =
sin ρπ

ρ
+

∫ π

0

w(x)
sin ρx

ρ
dx (0.0.30)

Òåîðåìà . Ïóñòü {λk}k≥1 - ñïåêòð êðàåâîé çàäà÷è L = L(M) ñ íåêîòî-

ðîé ôèêñèðîâàííîé ôóíêöèåé M(x). Òîãäà ñóùåñòâóå δ > 0 òàêîå, ÷òî åñëè

ñïåêòð {λ̃k}k≥1 -ñïåêòð äðóãîé çàäà÷è L(M̃) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

Λ :=

√√√√ ∞∑
k=1

|λk − λ̃k|2
k2

< δ, (0.0.31)

òîãäà

‖(π − x)(M(x)− M̃(x))‖ ≤ CΛ, (0.0.32)

ãäå C çàâèñèò òîëüêî îò ôóíêöèè M(x), à ‖ · ‖ îáîçíà÷àåò íîðìó â L2(0, π).

Ïðåäëîæåíèå 1. Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{λk}k≥1 âèäà (0.0.3) è ïîñòðîèì ôóíêöèþ w(x) ∈ L2(0, π) ïî ôîðìóëàì

(0.0.26)-(0.0.27). Òîãäà ñóùåñòâóåò δ > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòè {λ̃k}k≥1 óäîâëåòâîðÿþùåé (0.0.31), ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ îöåíêà:

‖w − w̃‖ ≤ CΛ, (0.0.33)
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ãäå w̃(x) îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

∆(λ) := π
∞∏
k=1

λ̃k − λ
k2

=
sin ρπ

ρ
+

∫ π

0

w̃(x)
sin ρx

ρ
dx (0.0.34)

è C íå çàâèñèò îò {λ̃k}k≥1.
Ïðåäëîæåíèå 2. Äëÿ ëþáîãî R > 0 ñóùåñòâóåò C > 0 òàêîå, ÷òî

‖H − H̃‖1 ≤ C‖w − w̃‖ ïðè ‖w‖ ≤ R è ‖w̃‖ ≤ R, ãäå H(x) ÿâëÿåòñÿ ðå-

øåíèåì óðàâíåíèÿ (0.0.28), à H̃(x) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (0.0.28) ñ

w̃(x) âìåñòî w(x).

Ïðåäëîæåíèå 3. Äëÿ ëþáîãî R > 0 ñóùåñòâóåò C > 0 òàêîå, ÷òî

‖M − M̃‖1 ≤ C‖H − H̃‖1, (0.0.35)

ïðè ‖H‖1 ≤ R è ‖H̃‖1 ≤ R, ãäå ôóíêöèÿ M(x) îïðåäåëÿåòñÿ H(x) ïî ôîð-

ìóëå (0.0.29), à M̃(x) îïðåäåëÿåòñÿ H̃(x) ïî àíàëîãè÷íîé ôîðìóëå

M̃(x) := 2H̃(x)−
∫ x

0

dt

∫ t

0

H̃(t− τ)H̃(τ) dτ. (0.0.36)

×èñëåííûé ìåòîä. ×èñëåííûé ìåòîä ïðèâîäèòñÿ äëÿ ñëó÷àÿ n = 2.

Ïóñòü äàíà íåêîòîðàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {λk}k≥1 âèäà (0.0.3). Äëÿ ÷èñëåí-
íîãî ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è,òî åñòü äëÿ íàõîæäåíèÿ ïðèáëèæåíèÿ ê ôóíê-

öèè M(x), ìîæíî ôàêòè÷åñêè èñïîëüçîâàòü òîëüêî êîíå÷íîå ÷èñëî λk -ûõ,

ñêàæåì,

λ1, λ2, . . . , λn. (0.0.37)

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ÷èñëåííîãî àëãîðèòìà áóäåì ïðèìåíÿòü àëãîðèòì 4 ê ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòè

{λ(n)k }k≥1, λ
(n)
k =

 λk, k = 1, n,

k2, k > n.
(0.0.38)

×èñëåííûé ïîäõîä îñíîâàí íà ñëåäóþùèõ äâóõ ïðåäëîæåíèÿõ.

Ïðåäëîæåíèå 4. Åñëè íóëè ôóíêöèè ∆(λ) îïðåäåëÿåìûå ïî ôîðìóëå

(0.0.30) èìåþò âèä (0.0.38) äëÿ íåêîòîðîãî n ∈ N, òîãäà ôóíêöèÿ w(x) â
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(0.0.30) ÿâëÿåòñÿ öåëîé. Êðîìå òîãî, èìååò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå

w(x) =
n∑
k=1

ak sin kx (0.0.39)

ãäå

ak = (−1)k
k2 − λk

k

n∏
j 6=k
j=1

λj − k2

j2 − k2
, k = 1, n. (0.0.40)

Ïðåäëîæåíèå 5. Åñëè w(x)− öåëàÿ ôóíêöèÿ ýêñïîíåííöèàëüíîãî òèïà è

w(0) = 0, òî ðåøåíèå H(x) îñíîâíîãî óðàâíåíèÿ (0.0.28) òàêæå ÿâëÿåòñÿ öå-

ëîé ôóíêöèåé ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà. Ñëåäóþùàÿ ëåììà äàåò ïðåäñòàâëå-

íèå óðàâíåíèÿ (0.0.28) â ìíîæåñòâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, ñîñòîÿùèõ èç êîýô-

ôèöèåíòîâ ñòåïåííûõ ðÿäîâ. Äàëåå ïîêàæåì, ÷òî êîýôôèöèåíòû bk îáùåãî

÷ëåíà ñòåïåííîãî ðÿäà

w(π − x) =
∞∑
k=1

bk
xk

k!
(0.0.41)

óðàâíåíèÿ (0.0.28) îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþò êîýôôèöèåíòû γn ñòåïåííîãî ðÿäà

åãî ðåøåíèÿ

H(x) =
∞∑
k=1

γk
xk

k!
. (0.0.42)

Â îáîèõ ðÿäàõ ñóììèðîâàíèå íà÷èíàåòñÿ ñ k = 1, ïîòîìó ÷òî ñîãëàñíî (0.0.39)

âìåñòå ñ (0.0.28), èìååì w(π) = H(0) = 0.

Ñëåäóþùàÿ ëåììà äàåò ïðåäñòàâëåíèå óðàâíåíèÿ (0.0.28) â ìíîæåñòâå ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòåé, ñîñòîÿùèõ èç êîýôôèöèåíòîâ ñòåïåííûõ ðÿäîâ.

Ëåììà 6. Óðàâíåíèå (0.0.28) â êëàññå öåëûõ ôóíêöèé ýêâèâàëåíòíî ñëå-

äóþùåé ñèñòåìå îòíîøåíèé:

bk =

[k+1
2 ]∑

ν=1

min{k−2ν+1,ν}∑
j=0

(k
j

)
p
(ν)
j γ

(ν)
k−j, k ≥ 1, (0.0.43)
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ãäå [x]− ýòî öåëàÿ ÷àñòü x, (kj ) = k!
j!(k−j)! è

p
(ν)
j = (−1)j

πν−j

(ν − j)!
, j = 0, ν, (0.0.44)

γ
(ν)
j =

j−2ν+2∑
l=1

γlγ
(ν−1)
j−l−1, j ≥ 2ν − 1, ν ≥ 2, γ

(1)
j = γj, j ≥ 1. (0.0.45)

Çäåñü bk è γk ïðè k ≥ 1 êîýôôèöèåíòû ñòåïåííûõ ðÿäîâ â (0.0.41) è (0.0.42),

ñîîòâåòñòâåííî.

Àëãîðèòì 5. Ïóñòü çàäàíû êîýôôèöåíòû bk, k ≥ 1, â ðàçëîæåíèè

(0.0.41). Òîãäà êîýôôèöèåíòû γk, k ≥ 1, ðåøåíèÿ (0.0.42) óðàâíåíèÿ (0.0.28)

ìîæíî íàéòè ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùèõ øàãîâ:

1)− 2) Âû÷èñëÿåì γ1, γ2 è γ
(2)
3 ïî ôîðìóëå

γ1 =
b1
π
, γ2 =

b2 + 2γ1
π

, γ
(2)
3 = γ21 ;

Çàòåì ïîñëåäîâàòåëüíî äëÿ k = 3, 4, . . . âûïîëíÿåì ñëåäóþùèå øàãè:

k) Ïóñòü êîýôôèöèåíòû γj äëÿ j = 1, k − 1, à òàêæå γ
(ν)
j äëÿ (ν, j) ∈ Ωk,

ãäå

Ωk =
{

(ν, j) : ν = 2, [(k + 1)/2], j = max{2ν − 1, k − ν}, k
}
,

çàðàíåå èçâåñòíû. Çàòåì ïîñ÷èòàåì êîýôôèöèåíòû γk ïî ôîðìóëå

γk =
1

π

(
bk + kγk−1 −

[k+1
2 ]∑

ν=2

min{k−2ν+1,ν}∑
j=0

(k
j

)
p
(ν)
j γ

(ν)
k−j

)

è ÷èñëà γ
(ν)
j äëÿ (ν, j) ∈ Ωk+1 \ Ωk ïî ôîðìóëå (0.0.45).

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ îêîí÷àòåëüíîãî àëãîðèòìà ïîíàäîáÿòñÿ åùå äâà âñïîìî-

ãàòåëüíûõ óòâåðæäåíèÿ. Ñëåäóþùàÿ ëåììà âìåñòå ñ (0.0.40) äà¼ò ôîðìóëû

äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ bk, k ≥ 1, â ðàçëîæåíèè (0.0.41) ÷åðåç ñîá-

ñòâåííûå çíà÷åíèÿ λ1, λ2, . . . , λn.
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Ëåììà 7.Ôóíêöèÿ w(x) îïðåäåëåííàÿ â (0.0.39) èìååò âèä (0.0.41), ãäå

b2k = 0, b2k−1 =
n∑
j=1

(−1)k+jj2k−1aj, k ∈ N, (0.0.46)

âìåñòå ñ aj, j = 1, n, îïðåäåëåííûìè â (0.0.40).

Ñëåäóþùàÿ ëåììà äàåò ôîðìóëû äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ñòåïåííîãî ðÿäà

Mn(x) =
∞∑
k=1

mk
xk

k!
, (0.0.47)

÷åðåç êîýôôèöèåíòû â (0.0.42) ôóíêöèè H(x), êîãäà Mn(x) îïðåäåëÿåòñÿ ïî

ôîðìóëå

Mn(x) = 2H(x)−
∫ x

0

dt

∫ t

0

H(t− τ)H(τ) dτ, 0 < x < π. (0.0.48)

Ëåììà 8. Èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå îòíîøåíèÿ

mk = 2γk, k = 1, 3, mk = 2γk − γ(2)k−1, k ≥ 4, (0.0.49)

ãäå γ
(2)
k , k ≥ 2, îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå (0.0.45) äëÿ ν = 2.

Àëãîðèòì 6. Ïóñòü çàäàíî êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé

(0.0.37). Òîãäà ïðèáëèæåííîå ðåøåíèåMn(x) îáðàòíîé çàäà÷è ìîæíî ïîñòðî-

èòü, âûïîëíèâ ñëåäóþùèå øàãè:

1) Âû÷èñëèì ak, k = 1, n, ïî ôîðìóëå (0.0.40);

2) Âû÷èñëèì bk, k ≥ 1, ïî ôîðìóëå (0.0.46);

3) Âû÷èñëèì γk, k ≥ 1, èñïîëüçóÿ àëãîðèòì 5;

4) Âû÷èñëèì mk, k ≥ 1, ïî ôîðìóëå (0.0.49);

5) Íàêîíåö, ïîñòðîèì ôóíêöèþ Mn(x) ïî ôîðìóëå (0.0.47).

Ïðèëîæåíèå À Â ïðèëîæåíèè À ïðèâåäåíà ïðîãðàììà íà ÿçûêå Ñ++

ðåàëèçàöèè ÷ñèëåííîãî ìåòîäà.

Ïðèëîæåíèå Á Â ïðèëîæåíèè Á ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû âû÷èñëèòåëü-

íîãî ýêñïåðåìåíòà.
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ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Â ïåðâîé ãëàâå ðàññìàòðèâàëàñü êðàåâàÿ çàäà÷à âèäà (0.0.1)�(0.0.2) ïðè

n = 2. Äàëåå áûë ðàçðàáîòàí ìåòîä ðåøåíèÿ îáðàòíîé ñïåêòðàëüíîé çàäà-

÷è. È áûë ïîñòðîåí àëãîðèòì âîññòàíîâëåíèÿ îïåðàòîðà ïî ðàññìàòðèâàåìûì

ñïåêòðàëüíûì äàííûì, ò.å. áûëî ïîñòðîåíî êîíñòðóêòèâíîå ðåøåíèå îáðàò-

íîé çàäà÷è ñïåêòðàëüíîãî àíàëèçà äëÿ èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòî-

ðîâ âòîðîãî ïîðÿäêà.

Âî âòîðîé ãëàâå áûë ðàññìîòðåí ñëó÷àé n ≥ 3. Â ýòîì ñëó÷àå äîêàçàíà

òåîðåìà åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è è ïîëó÷åíû íåîáõîäèìûå

è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿÿ å¼ ðàçðåøèìîñòè. Ïîñëåäíèå ïîëó÷åíû â òåðìèíàõ

õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè.

Â òåðòüåé ãëàâå èññëåâîäàâàëü óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è è

áûë ïðèâåäåí ÷èñëåííûé ìåòîä.
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