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Введение. В данной работе изучается обратная задача спектрального
анализа для дифференциального оператора Штурма-Лиувилля. Обратные
спектральные задачи состоят в восстановлении операторов по их спектраль-
ным характеристикам. Стоит отметить, что обратные задачи являются до-
статочно трудными для изучения, что связано прежде всего с их нелиней-
ностью. К тому же трудность изучения обратных задач заключается в том,
что они относятся к классу некорректно поставленных, поскольку из трех
условий корректно поставленной задачи (существование решения, единствен-
ность решения и его устойчивость) в обратных задачах часто нарушается
последнее. Наиболее полные результаты в спектральной теории дифферен-
циальных операторов, и в частности обратных задач, получены для диф-
ференциального оператора Штурма-Лиувилля y′′ + q(x)y. Первый резуль-
тат в теории обратных спектральных задач был получен В.А. Амбарцумя-
ном для уравнения Штурма-Лиувилля y′′ + q(x)y = λy. Амбарцумян пока-
зал, что если краевая задача для уравнения данного уравнения с гранич-
ными условиями y′(0) = y′(π) = 0 имеет собственные значения λn = n2,
n ≥ 0, то q(x) = 0 почти всюду на (0, π). Рассмотрим краевую задачу для
уравнения Штурма-Лиувилля на интервале (0, π) с граничными условиями
y′(0)−hy(0) = 0, y′(π)+Hy(π) = 0. Пусть ϕ(x, λ) - решение , удовлетворяю-
щее начальным условиям ϕ(0, λ) = 1, ϕ′(0, λ) = h. В качестве спектральных
данных введем величины {λn, αn}n≥0, где λn — собственные значения краевой
задачи, а αn — так называемые весовые числа, определяемые следующим со-

отношением αn :=
π∫
0

ϕ2(x, λn)dx. Обратная задача заключается в отыскании

потенциала q(x) и коэффициентов граничных условий h и H по известным
спектральных характеристикам {λn, αn}n≥0. В настоящей работе изложена
основная теория об обратных задачах восстановления дифференциальных
операторов по спектральным характеристикам. Цель работы состоит в по-
становке и решении обратной задачи восстановления потенциала дифферен-
циального оператора и коэффициентов граничных условий краевой задачи
по спектральным данным с помощью метода Гельфанда-Левитана. Данная
работа состоит из введения, двух разделов, заключения, списка использован-
ных источников, включающего двадцать три наименования, и приложения.
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Во введении дана краткая характеристика темы бакалаврской работы, при-
ведены цели и задачи. Первый раздел посвящен изложению теоретического
материала о восстановлении дифференциального оператора по спектраль-
ным данным. Во втором разделе дан алгоритм численного решения и описа-
ние программы, реализующей данный алгоритм, а также приведен тестовый
пример решения обратной задачи по каждому из алгоритмов. В заключении
указаны основные результаты и выводы о проделанной работе. В приложений
представлен программный код, реализующий численный алгоритм решение
обратной задачи по методу Гульфанда-Левитана.

Основное содержание работы. Основная часть состоит из двух разде-
лов. В первом разделе вводятся вспомогательные утверждения и теоремы,
связанные с обратными задачами. Основными теоремами в разделе являются:
теорема единственности восстановления дифференциального оператора по
спектральным данным, теорема о сведении обратной задачи к интегрально-
му уравнению Гельфанда-Левитана и теорема о необходимых и достаточных
условиях разрешимости обратной задачи. Так же дается постановка зада-
чи восстановления дифференциального оператора по спектральным данным.
Рассмотрим краевую задачу L = L(q(x), h,H) :

l(y) := −y′′ + q(x)y = λy, 0 < x < π, (1)

U(y) := y′ − hy(0) = 0, V (y) := y′(π) +Hy(π) = 0, (2)

где λ - спектральный параметр, q(x), h,H - вещественны; q(x) ∈ L2(0, π) Опе-
ратор l называется оператором Штурма-Лиувилля, функция q(x) называется
потенциалом. Значения параметра λ, для которых L имеет нетривиальные
решения называются собственными значениями, а соответствующие нетри-
виальные решения - собственными функциями. Множество собственных зна-
чений {λn}n≥0 составляет спектр L. Пусть C(x, λ), S(x, λ), ϕ(x, λ), ψ(x, λ) яв-
ляются решениями уравнения (1) при начальных условиях:

C(0, λ) = 1, C ′(0, λ) = 0, S(0, λ) = 0, S ′(0, λ) = 1,

ϕ(0, λ) = 1, ϕ′(0, λ) = h, ψ(π, λ) = 1, ψ′(π, λ) = −H.
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Функции ϕ(x, λn) и ψ(x, λn) являются собственными функциями, и существу-
ет последовательность {βn} такая, что ψ(x, λn) = βnϕ(x, λn), βn 6= 0.Числа

αn :=
π∫
0

ϕ2(x, λn)dx называются весовыми числами, а числа {λn, αn} - спек-

тральными данными краевой задачи L.
Теорема 1. В общем случае найти собственные функции заданной крае-
вой задачи в явном виде не представляется возможным. В силу этого для
них были получены асимптотические равенства. Здесь и далее λ = ρ2, τ =

Im(ρ), x ∈ [0.π]. При |ρ| −→ ∞ верны следующие асимптотические формулы:

ϕ(x, λ) = cos(ρx) +O

(
1

|ρ|
e|τ |x

)
= O(e|τ |x),

ϕ′(x, λ) = −ρ sin(ρx) +O(e|τ |x) = O(|ρ|e|τ |x),

 (3)

ψ(x, λ) = cos(ρ(π − x)) +O

(
1

|ρ|
e|τ |(π−x)

)
= O(e|τ |(π−x)),

ψ′(x, λ) = ρ sin(ρ(π − x)) +O(e|τ |(π−x)) = O(|ρ|e|τ |(π−x)).

 (4)

Теорема 2. В общем случае краевая задача L имеет счетное множество соб-
ственных значений {λn}∞n=0. При этом

ρn =
√
λn = n+

ω

πn
+
kn
n
, {kn} ∈ l2, (5)

ϕ(x, λn) = cos(nx) +
ξn(x)

n
, |ξn(x)| ≤ C, (6)

где

ω = h+H +
1

2

∫ π

0

q(t)dt,

C - положительная константа, не зависящая от x, λ и n, а символ {κn} озна-
чает различные последовательности из l2.
Теорема 3. Для функции C(x, λ) справедливо следующее представление:

C(x, λ) = cos ρx+

x∫
0

K(x, t) cos ρtdt, λ = ρ2, (7)
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где K(x, t) - вещественная непрерывная функция, не зависящая от λ, причем

K(x, x) =
1

2

x∫
0

q(t)dt. (8)

Оператор T , определяемый формулой

Tf(x) = f(x) +

x∫
0

K(x, t)f(t)dt,

отображает функциюcos ρx, которая является решением уравнения −y′′ = λy

с нулевым потенциалом, в функцию C(x, λ), которая является решение урав-
нения (1) с некоторым потенциалом q(x) (т.е. C(x, λ) = T (cos ρx)). Оператор
T называется оператором преобразования для C(x, λ).
Теорема 4. Для функций S(x, λ) и ϕ(x, λ) имеют место следующие пред-
ставления:

S(x, λ) =
sin ρx

ρ
+

x∫
0

P (x, t)
sin ρt

ρ
dt, (9)

ϕ(x, λ) = cos ρx+

x∫
0

G(x, t) cos ρtdt. (10)

Функции P (x, t), G(x, t) являются вещественными непрерывными функция-

ми и обладают той же гладкостью, что и функция
x∫

0

q(t)dt, причем

G(x, x) = h+
1

2

x∫
0

q(t)dt. (11)

P (x, x) =
1

2

x∫
0

q(t)dt. (12)

Теорема 5. Справедливы следующие утверждения:
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1) Система собственных функций {ϕ(x, λn)}∞n=0 краевой задачи L полна
в L2(0, π).

2) Пусть f(x), x ∈ [0, π] - абсолютно непрерывная функция. Тогда

f(x) =
∞∑
n=0

anϕ(x, λn), an =
1

αn

∫ π

0

f(t)ϕ(x, λn)dt, (13)

причем ряд сходится равномерно на [0, π].

3) Для f(x) ∈ L2(0, π) ряд (13) сходится в L2(0, π), и имеет место равен-
ство Парсеваля ∫ π

0

|f(x)|2dx =
∞∑
n=0

α|an|2. (14)

Теорема единственности. Наряду с L будем рассматривать краевую зада-
чу
L̃ = L(q̃(x), h̃, H̃) того же вида (1)-(2), но с другими коэффициентами. Если
λn = λ̃n, αn = α̃n, n ≥ 0, то L = α̃, т.е. q(x) = q̃(x) почти всюду на (0, π),
h = h̃ и H = H̃. Таким образом, задание спектральных данных {λn, αn}n≥0

однозначно определяет потенциал и коэффициенты краевых условий.
Рассмотрим краевую задачу L = L(q(x), h,H). Пусть {λn, αn}n≥0 - спектраль-
ные данные L, ρn =

√
λn. Задача состоит в решении обратной задачи восста-

новления L по заданным спектральным данным {λn, αn}n≥0. В теореме ()
было показано, что спектральные данные обладают следующими свойства-
ми:

ρn = n+
ω

πn
+
κn
n
, αn =

π

2
+
κn1

n
, {κn}, {κn1} ∈ l2, (15)

αn > 0, λn 6= λm(n 6= m) (16)

Рассмотрим функцию

F (x, t) =
∞∑
n=0

(
cos ρnx cos ρnt

αn
− cosnx cosnt

α0
n

)
, (17)
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где

α0
n =

{ π

2
, n > 0,

π, n = 0.

Уравнение Гельфанда-Левитана. При каждом фиксированном x ∈ (0, π]

ядро G(x, t) из представления (10) удовлетворяет линейному интегральному
уравнению:

G(x, t) + F (x, t) +

x∫
0

G(x, s)F (s, t)ds = 0, 0 < t < x. (18)

Это уравнение называется уравнением Гельфанда-Левитана.
Таким образом, данная теорема позволяет свести обратную задачу к решению
интегрального уравнения (18), причем данное уравнение является интеграль-
ным уравнением Фредгольма с параметром x. Так же данная теорема дает
необходимые и достаточные условия разрешимости обратной задачи и алго-
ритм ее решения.
Необходимые и достаточные условия разрешимости обратной за-
дачи. Для того, чтобы вещественные числа {λn, αn}n≥0 были спектраль-
ными данными для некоторой краевой задачи L(q(x), h,H) вида (1)-(2) с
q(x) ∈ L2(0, π), необходимо и достаточно, чтобы выполнялись следующие
равенства:

ρn = n+
ω

πn
+
κn
n
, αn =

π

2
+
κn1

n
, {κn}, {κn1} ∈ l2, (19)

αn > 0, λn 6= λm(n 6= m). (20)

Алгоритм нахождения аналитического решения.
1) По заданным спектральным данным {λn, αn}n≥0 строим функцию

F (x, t) по формуле (17).
2) Находим функцию G(x, t) из уравнения (18).
3) Вычисляем q(x), h и H по формулам

q(x) = 2
d

dx
G(x, x), h = G(0, 0), (21)
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H = ω − h− 1

2

π∫
0

q(t)dt. (22)

Во втором разделе приводится алгоритм отыскания численного реше-
ния, описание программы, реализующей данный алгоритм, примеры анали-
тического и численного решений обратной задачи, а так же сравниваются
полученные результаты.
Постановка задачи. Показать, что заданные числа являются спектральны-
ми данными для некоторой краевой задачи и по ним восстановить ее, то есть
построить оператор Штурма-Лиувилля ly := −y′′+q(x)y = λy и соответству-
ющие граничные условия U(y) := y′(0)−hy(0) = 0, V (y) := y′(π)+Hy(π) = 0.

Пусть λn = n2 (n ≥ 0), αn =
π

2
(n ≥ 1) и пусть α0 > 0 - произвольное поло-

жительное число.
Покажем, что выбранные числа являются спектральными данными для неко-
торой краевой задачи.
Действительно, √

λn = ρn = n+
0

πn
+

0

n
,

αn =
π

2
+

0

n
.

Отсюда следует, что последовательности κn и κn1 состоят из нулей, очевидно,
что они принадлежат l2. Таким образом условие (19) выполняется. Посколь-
ку было доопределено, что α0 > 0, и, очевидно, ∀n 6= m λn 6= λm, то делаем
вывод, что условие (20) также выполняется, и, следовательно, по выбранным
числам можно построить краевую задачу, то есть обратная задача разреши-
ма.
Алгоритм нахождения численного решения. Рассмотрим область D =

{(x, t) : 0 < x < π, 0 < t < π}. Построим равномерные сетки ωx = {xk}N−1
k=1 и

ωt = {tj}N−1
j=1 по осям x и t соответственно. Шаг каждой сетки равен h, N =

π

h
- число узлов. Расширенные сетки (включающие граничные узлы) обозначим
через ωx = {xk}Nk=0 и ωt = {tj}Nj=0 соответственно.
Таким образом можем получить двумерную сетку ωxt = ωx × ωt, каждый
узел которой характеризуется координатами по соответствующим осям. Так
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же будем рассматривать треугольные области
D∆ = {(x, t) : 0 < x ≤ π, 0 < t < x} и D∆ = {(x, t) : 0 ≤ x ≤ π, 0 ≤ t ≤ x},
и соответствующую D∆ расширенную сетку ω∆ = ωx × ω̃t = {(xk, tj)}N,kk=0,j=0,

где ω̃t = {tj}kj=0 Значение произвольной функции f(x, t) в узле (xk, tj) обо-
значим через fk,j.

1) Рассмотрим функцию F (x, t) на сетке ωxt.

Fk,j =

Nε∑
n=0

(
cos ρnxk cos ρntj

αn
− cosnxk cosntj

α0
n

)
, (23)

где Nε такое, что

∀n ≤ Nε

∣∣∣∣cos ρnxk cos ρntjαn
− cosnxk cosntj

α0
n

∣∣∣∣ ≥ ε, ε > 0.

То есть при вычислении Fkj члены ряда меньшие ε не учитываем.
2) Интегральное уравнение (16) будем решать при каждом фиксирован-

ном xk ∈ ωx:

G(xk, t) + F (xk, t) +

xk∫
0

G(xk, s)F (s, t)ds = 0, t ∈ ω̃t. (24)

а) При xk = 0 (24) даст G0,0 = −F0,0.

б) При xk > 0 для отыскания решения воспользуемся методом трапеций.
Для удобства вычислений, считаем si = ti, 0 ≤ i ≤ k.

xk∫
0

G(xk, s)F (s, tj)ds ≈
k−1∑
i=0

Gk,iFi,j +Gk,i+1Fi+1,j

2
· h. (25)
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Подставляя (24) в (25) при каждом фиксированном 0 < k ≤ N получим
следующую систему уравнений относительно неизвестных Gk,j, 0 ≤ j ≤ k:

Gk,0

(
1 +

F0,0

2
h
)
+Gk,1F1,0h+ . . .+Gk,k−1Fk−1,0h+Gk,k

Fk,0
2
h = −Fk,0,

Gk,0
F0,1

2
h+Gk,1(1 + F1,1h) + . . .+Gk,k−1Fk−1,1h+Gk,k

Fk,1
2
h = −Fk,1,

. . .

Gk,0
F0,m

2
h+Gk,1F1,mh+ . . .+Gk,m(1 + Fm,mh) + . . .+Gk,k

Fk,m
2
h = −Fk,m,

. . .

Gk,0
F0,k

2
h+Gk,1F1,kh+ . . .+Gk,k−1Fk−1,kh+Gk,k(1 +

Fk,k
2
h) = −Fk,k.

(26)

Решая эту систему, и, учитывая, чтоG0,0 = −F0,0, находим значения функции
G(x, t) на сетке ω∆. ПосколькуG(x, t) = 0 при x < t, то полученные значения
удобно записать в матричном виде:

G0,0 0 . . . . . . 0

G0,1 G1,1 0 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . .

G0,N−1 G1,N−1 . . . GN−1,N−1 0

G0,N G1,N . . . GN−1,N GN,N

 (27)

3) Согласно (21) q(x) = 2
d

dx
G(x, x), h = G0,0. Рассмотрим дифференци-

альный оператор TG =
d

dx
G(x, x). Построим его разностную аппроксимацию

на равномерной сетке ωx с шагом h. В произвольной внутренней точке
xk ∈ ωx разностные операторы, аппроксимирующие T , можно построить
следующими способами:

T+
h Gk,k =

G(xk + h, xk + h)−G(xk, xk)
h

,

T−h Gk,k =
G(xk, xk)−G(xk − h, xk − h)

h
,

T ohGk,k =
G(xk + h, xk + h)−G(xk − h, xk − h)

2h
.

Таким образом q0 = T+
h G0,0, qN = T−h GN,N , а при k = 1, N − 1 qk = T ohGk,k.
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Для вычисления интеграла в (22) можно также воспользоваться методом
трапеций.

Заключение. В данной работе была поставлена задача восстановления
дифференциального оператора по спектральным данным, которые включают
в себя собственные значения краевой задачи и весовые числа. Задача состо-
ит в нахождении потенциала и коэффициентов краевых условия. Подобные
задачи относятся к типу обратных. Из теоретических положений, лежащих
в основе обратных задач, следует, что задание спектральных данных одно-
значно определяет потенциал и коэффициенты краевых условий. Был изучен
метод Гельфанда-Левитана решения обратных задач. Суть метода состоит в
сведении обратной задачи к решению интегрального уравнения Фредголь-
ма второго рода относительно ядра оператора преобразования. Данный ме-
тод позволяет получить алгоритм решения обратной задачи и необходимые
и достаточные условия ее разрешимости. В первом разделе приведены теоре-
тические основы обратных задач, а именно теорема единственности восста-
новления дифференциального оператора по спектральным данным, теорема
о сведении обратной задачи к интегральному уравнению, а также необхо-
димые и достаточные условия разрешимости обратной задачи; поставлена
задача восстановления дифференциального оператора по спектральным дан-
ным.Второй раздел был посвящен численному решению обратных задач. В
нем был приведен численный алгоритм решения обратной задачи, а так же
описание программы, реализующей данный алгоритм. Проверка работы про-
граммы была произведена на тестовом примере для которого было получено
аналитическое решение. В конце второго раздела представлены выводы по
сравнению аналитического решения и результатов численного эксперимента.
В приложении указан метод последовательных приближений решения инте-
гральных уравнений Фредгольма второго рода и приведена программа на
языке Python, вычисляющая значения коэффициентов краевых условий и
потенциала на заданной сетке.
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