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Введение. Численные методы решения нелинейных уравнений широко 

используются в науке и технике, поэтому их исследование представляет 

интерес. Одним из наиболее простых и широко распространённых методов 

является метод Ньютона, который можно применять как для решения 

одномерных, так и многомерных нелинейных уравнений. Как известно, метод 

Ньютона довольно быстро сходится, однако задача определения областей его 

глобальной сходимости является в большинстве случаев довольно 

нетривиальной. Так, в применении к решению уравнений на комплексной 

плоскости области глобальной сходимости при решении квадратных уравнений 

определяются довольно просто, в то время как уже для уравнения 3-ей степени 

существует т.н.  проблема Кэли [1], впервые сформулированная Артуром Кэли 

ещё в XIX веке [2] – проблема описания границ областей на комплексной 

плоскости при старте из которых метод Ньютона сходится к различным корням 

уравнения. Если рассматривать итеративный процесс метода Ньютона как 

дискретное отображение, проблему Кэли можно рассматривать как задачу о 

поиске границ бассейнов притяжения сосуществующих в этом отображении 

устойчивых точек — корней решаемого уравнения. Известно, что для 

кубического уравнения эта граница является фрактальной, и представляет собой 

т. н. «фрактал Ньютона», являющийся одним из эталонных примеров 

фракталов, возникающих в теории динамических систем, и вошедший в 

многочисленные учебники и книги по теории фракталов [1, 3 и др.]. 

В то же время известно, что, наряду с обычным методом Ньютона при 

решении уравнений в ряде случаев уместно применять т. н. «ослабленный» метод 

Ньютона — модификацию исходного метода, состоящую в добавлении 

отличного от 1 постоянного множителя в слагаемое, определяющее расстояние 

между n-м и (n+1)-м приближениями к корню. С другой стороны, введение такого 

множителя позволяет рассматривать метод Ньютона как итеративный процесс 
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метода Эйлера для некоего дифференциального уравнения. Если же, как 

говорилось ранее, подходить к этой задаче с позиций теории динамических 

систем, такую модификацию метода Ньютона (или Эйлера) можно рассматривать 

как параметризацию исходного отображения неким дополнительным 

параметром. Очевидно, при непрерывном его изменении устройство фазового 

пространства, и, в частности, структура границ бассейнов притяжения 

сосуществующих аттракторов такой системы будет также претерпевать какие-

либо плавные изменения либо бифуркации. При этом очевидно, что полезным 

инструментом для количественной оценки изменений, происходящих в 

структуре фазового пространства, может являться расчет фрактальной 

размерности границ бассейнов притяжения. 

В настоящее время существует довольно большое количество работ, имеющих 

дело с изучением глобальной сходимости итеративных методов решения 

уравнений, в частности, полиномиальных, с позиций и в рамках подходов теории 

динамических систем. Не претендуя на полноту обзора, приведем здесь 

некоторые примеры, относящиеся к изучению сходимости модификаций метода 

Ньютона, как для одномерных [4, 5], так и для комплексных уравнений [6 – 9], не 

говоря уже про многочисленные более сложные итеративные методы [10 – 12]. 

Однако, как это ни удивительно, систематическому исследованию зависимости 

фрактальной размерности границ бассейнов притяжения корней от параметров 

метода не уделяется должного внимания — авторы, как правило (если вести речь 

о работах, связанных с численным исследованием динамики системы), 

фокусируются на построении структуры фазовой плоскости (и, в ряде работ, 

расчетах фрактальной размерности границ) в каких-либо определённых частных 

случаях, либо на изучении зависимости аттракторов отображения от параметра 

метода (например, в [5] для одномерного метода Ньютона и в [9] - для 

комплексного, причем при комплексификации параметра метода). В то же время, 
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как подчеркивалось выше, проведение такого исследования представляется 

довольно интересным. 

Таким образом, целью настоящей работы является изучение трансформаций 

фрактальных объектов, возникающих на фазовой плоскости нелинейных 

динамических систем – в частности, границ бассейнов притяжения корней 

кубического уравнения в комплексных переменных при решении его 

модифицированным («ослабленным») методов Ньютона – а также исследование 

поведения их фрактальной размерности в зависимости от изменения параметров. 

 Работа содержит 3 главы: 

• Теория – приведены основные сведения о теории. Приведены общие 

сведения о множестве Жюлиа, фрактале Ньютона, а также основные 

выкладки, использующиеся далее в ходе работы. 

• Полученные объекты – приведены изображения полученных репеллеров и 

аттракторов, обсуждается их структура.  

• Подсчет фрактальной размерности Минковского для полученных объектов 

– приведены графики зависимости фрактальной размерности от параметра 

ослабленного метода Ньютона. 

Основное содержание работы. В данной работе мы будем исследовать простой 

известный случай возникновения фрактальных границ бассейнов притяжения – 

границы областей притяжения корней кубического уравнения вида (1): 

3 0z с+ =       (1) 

Для численного поиска корней этого уравнения можно применить метод 

Ньютона. Аттрактором итеративного процесса метода будут являться 3 точки на 

комплексной плоскости, а репеллером – искомые нами границы областей 

притяжения. Следовательно, обратив итерационный процесс метода Ньютона, 
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мы придем к множеству точек, являющемуся репеллером.  Для построения 

объектов будет использоваться уравнение (2), полученное путем применения 

ослабленного метода Ньютона к уравнению (1): 

3 2

1(3 ) 3 0n n nh z z z ch+− − − =           (2) 

Здесь h – это параметр ослабленного метода Ньютона. Изменяя его, будем 

исследовать динамику изменения структуры получаемых границ областей 

притяжения корней уравнения (1). 

Попытаемся построить репеллеры полученной нами системы (2) при 

значениях h в промежутке [-1, 10]. 

  

Рис. 1. Слева h = 1 – наблюдается фрактал Ньютона. Справа – h = -1 – объект, 

напоминающий салфетку Серпинского (двумерное Канторово множество) 
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Рис. 2. Параметр h = ± 0 – в окрестности 0 

 

Теперь построим аттракторы системы. Для этого будем решать уравнение 

(2) относительно zn+1, а не zn. Аттракторами в данном случае являются корни 

уравнения. В окрестности точки 0, из-за малости параметра h наблюдаются, при 

тех же временах переходного процесса, участки траекторий, сходящиеся к 

устойчивым узлам, что говорит о замедлении процесса сходимости. 

   

(а) h→0 (б) h = 0.5 (в) h = 1.0 
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(г) h = 2.15 (д) h = 2.75 (е) h = 2.792 

Рис. 3. Аттракторы при разных значениях параметра h 

Также, для отображения вида: 

3

1 2

(3 )

3

n
n

n

h z ch
z

z
+

− −
=      (3) 

построим бифуркационное дерево для исследования периодичности. По оси 

абсцисс отложены значения параметра h, по оси ординат – значения 

действительной части z. На построенном дереве (рис.4) отчетливо видны циклы 

различной периодичности, хаос, а также островки периодичности внутри 

хаотических областей. 
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Рис. 4. Бифуркационное дерево для параметра h в пределах [1.5; 6] 

 

Для получения некоей численной меры изменения структуры объекта 

рассчитаем зависимость фрактальной размерности от параметра h. 

 

Рис. 5. Аппроксимированный график размерности [-1, 1] 
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Рис. 6. Неаппроксимированный график размерности [1, 10] 

Из построенных графиков можно сделать некоторые выводы.  

• В окрестности h = 0 (рис. 5) явно виден скачок значения фрактальной 

размерности, что говорит о фазовом переходе, возникающем в данной 

точке.  

• В окрестности значения h = 3 наблюдается (рис. 6) стремление значения 

размерности к единице, что является известным значением фрактальной 

размерности для кривой (в нашем случае, окружности).  

• Значение фрактальной размерности почти достигает величины 2 в 

окрестности h = 4 (рис. 6), что соответствует области хаоса, как это можно 

видеть на бифуркационном дереве (рис. 4).  

• При h > 7 значение фрактальной размерности падает ниже единицы, что 

вполне соответствует тому, что объект вырождается  в пыль при больших 

значениях h. 

Заключение. Была подробно рассмотрена проблема Кэли для обобщенного 

(«ослабленного») метода Ньютона в контексте кубического уравнения в 

комплексных числах. Был произведен переход к системе итерируемых функций 
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и построение бассейнов притяжения корней. Было подробно рассмотрено 

поведение бассейнов притяжения при различных значениях параметра метода h, 

в частности, была изучена трансформация объекта при переходе значения через 

точку 0. Также была подсчитана фрактальная размерность полученных объектов. 

Было показано, что значение фрактальной размерности совершает скачок при 

фазовом переходе, возникающем при переходе значения параметра h через точку 

0.  
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